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INTRODUCTION 
Nous etudions dans les pages qui suivent la rtsolubilitt de certains types 
d’equations differentielles. La situation a laquelle nous nous sommes 
interesses est la suivante: G est un groupe de Lie connexe, H un sous- 
groupe de Lie ferme de G, U une representation unitaire (continue) de H 
dans un espace de Hilbert (separable) E. On note 8 et fi les algebres de 
Lie respectives de G et H, Q(B)” l’algebre enveloppante complexitite de 8, 
et AH,, la fonction module de H dans G. Soient P un ouvert de G/H, p la 
projection canonique de G sur G/H; on pose V = p-‘(P), et l’on considbre 
l’espace C*( V, H, U) forme des fonctions u detinies sur l’ouvert V de G, a 
valeurs dans E, indefiniment differentiables et verifiant la relation: 
V(x, h)~ V-x H, u(xh) = A$#. U-‘(h). u(x). 
Cet espace de fonctions s’identitie naturellement a l’ensemble des sections 
differentiables de support V du !ibrt hilbertien note (G, H, U) de base G/H 
associe a la representation A;g 0 U de H. Soit L (respectivement R) la 
representation locale de G ’ dans l’espace Coo( V, E) des fonctions 
indefiniment differentiables sur V a valeurs dans E, obtenue a l’aide des 
translations a gauche (respectivement a droite) par G. On consider-e cer- 
tains opkrateurs differentiels P agissant sur Cw( V, H, U) et l’on se pose la 
question suivante: Pour u dans Cm( V, H, U), peut-on trouver une solution 
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u dans C”“( V, H, U) (ou dans un espace de distributions associt) a 
Equation 
Pu=v? 
Nous donnons des conditions pour qu’une telle equation soit resoluble. 
Une premiere partie de cette etude concerne les operateurs qui com- 
mutent (presque) a l’action du groupe. 
Indiquons quelques cas particuliers de ce probleme pour lesquels une 
reponse positive a et6 obtenue et que nos resultats tendent a gtneraliser. 
(i) Le groupe G est nilpotent, H est reduit a I’tlement neutre de G, U est 
la representation triviale de H dans @. L’espace Cm( V, H, U) est forme des 
fonctions complexes indeliniment differentiables ur l’ouvert V de G. Si I’on 
prend P non nul dans l’ensemble des operateurs differentiels bi-invariants 
sur G, on se trouve dans la situation etudiee par M. Rak [34 3 qui montre 
l’existence dune solution Cltmentaire tempkree lorsque G est simplement 
connexe. La situation est plus delicate lorsque l’on abandonne I’hypothtse 
de simple connexite; signalons l’etude [l] de F. Battesti qui obtient des 
resultats globaux sur le groupe TP x N produit du tore de dimension p par 
un groupe nilpotent simplement connexe. 
(ii) Le groupe G est resoluble, comme preckdemment, H = {lo} et U est 
la representation triviale de H. Lorsque l’on prend P dans l’ensemble des 
optrateurs differentiels bi-invariants, ou invariants a gauche et semi- 
invariants a droite, la situation considtrte a et& ttudiee par F. Rouviere 
[41], M. Duflo [15], et W. Chang [7]. La mtthode que nous utilisons est 
d’ailleurs une extension de celle qu’utilise F. Rouviere. 
(iii) Le groupe G est nilpotent, et l’espace homogene G/H est symetrique 
(H est l’ensemble des points fixes d’un automorphisme d’ordre 2 de G). 
Y. Benoist [2] a etudie le cas des operateurs differentiels sur G/H qui 
commutent a la representation L de G dans C”(G/H, @). 
Notre point de depart est une inegalite de F. Rouviere [41] qui 
permet d’abaisser l’ordre des optrateurs differentiels et de ramener leur 
etude a celle d’optrateurs d’ordre inferieur agissant sur le groupe de Lie 
derive de G, ces derniers operateurs Ctant eux-mCmes susceptibles de 
subir un traitement semblable. Si G est abelien, cette intgalite est due a 
L. Hiirmander [24]. 
Donnons une description du plan et des resultats de cet article: 
Nous precisons dans la section 2 le cadre etudie et donnons les 
proprietes immediates des objets consider&s. Un operateur differentiel P 
agissant sur P( V, H, U) est dit semi-invariant A gauche de poids 
;1 E (6e)* si pour tout X de 8, 
[L(X), P] = A(X)P. 
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Nous montrons dans le section 3 que si l’on a une suite H c G’ c G oti G’ 
est un sous-groupe fermt: connexe distingue et de codimension 1 dans G, 
l’inegalite de Rouviere s’applique a certains operateurs differentiels semi- 
invariants a gauche sur Cm( I’, H, U). 
Dans la section 4, nous montrons que des inegalites a priori au niveau de 
G’ entrainent des inegalites analogues au niveau de G, et les proprietes qui 
en decoulent sont &non&es dans la proposition (4.10). 
Les deux sections qui suivent dtcrivent les consequences de ce dernier 
rtsultat. On fait dans la section 5 l’hypothbe qu’il existe une suite 
G,c . . . c G, c G, = G, avec H c G,, de sous groupes fermes connexes de 
G telle que G, soit distingue dans G,- 1 et de codimension 1. Le theoreme 
(5.4) &end a ce contexte la proposition (4.10): a l’operateur differentiel P 
non nul qui agit sur C”(G, H, V), nous associons un operateur P, non nul 
qui agit sur Cm(Gy, H, CT). Une majoration a priori de P, entaine la 
rbolubilite (parfois semi-globale) de P. Lorsque H = G,,, la rbsolubilite de 
P, est immediate si U est irrtductible et si P est semi-invariant a gauche de 
poids 2 avec 9 c ker(A); en effet, P, est un operateur scalaire non nul 
agissant dans l’espace de la representation U; on trouve alors que tout 
operateur differentiel non nul sur C”(G, H, U) semi-invariant a gauche qui 
est dans l’image par L de Q(cS)c est semi-globalement resoluble. 
Au section 6, nous considtrons le cas particulier ou la representation U 
est triviale ou de dimension 1, et adaptons les methodes elaborees 
prtctdemment alin de les rendre utilisables lorsque l’on ne peut pas trouver 
de sous-groupe distingue G’ de codimension 1 dans G et contenant H. Pour 
cela, prenons la suite dtrivte (B’k’), k E N, delinie par: 
@j(O) =6 (fj(k+l)- (jjw @j(k) -[I 9 I, 
et notons ei’“’ la limite des (5(k). Soit G (ao) le sous-groupe fermi5 connexe 
de G d’algebre de Lie @(O”), posons 
H(“)= Hn G(“), uCno) = UI /f(T). 
Le corollaire (6.7) permet d’ttablir la rbolubilite locale ou semi-globale 
dun operateur non nul P semi-invariant a gauche et appartenant a l’image 
par L de @(8)” a partir de la rtsolubilite dun opirateur P(03) agissant 
dans C”(G(“), H(“), UC”‘). 11 est avantageux de regarder Pcm) plutot que 
l’optrateur initial P car l’ordre de l’operateur differentiel Pcm) est en general 
inferieur a celui de P, et les dimensions de G(O;‘) et de l’espace quotient 
@d/H@) sont en general inferieures a celles des espaces initiaux. Cette 
technique s’arrete au niveau dun groupe de Lie G’“’ dont l’algebre de Lie 
@Cm) est tgale a son algebre de Lie d&&e. Si G est resoluble, G(O”) est le 
groupe trivial, et les majorations sur Pcm) sont immidiates lorsque 
l’operateur P se prete a ces techniques; on obtient ainsi la resolubilitt de 
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tout operateur semi-invariant a gauche et provenant de @(B)c par la 
representation L. Enfin, lorsque G/H est un espace symttrique, c’est-a-dire 
lorsque !$ est l’ensemble des points fixes d’un automorphisme d’ordre 2 de 
8, la structure de l’algebre des operateurs differentiels qui agissent sur les 
sections differentiables du tibre (G, H, Id) et qui sont invariants sous l’ac- 
tion de G est connue: A. Lichnerowicz [28] et M. Duflo [16] ont montrt 
que c’est une algebre commutative. S. Helgason [21, 221 pose d’une 
maniere g&&ale la question de la rtsolubilite de ces operateurs, et montre 
que si G/H est un espace symetrique de type non compact (G est semi- 
simple connexe de centre tini et H est un sous-groupe compact maximal) 
ceux-ci sont surjectifs sur C”(G/H, C) (s’ils ne sont pas nuls). 
Nous montrons d’une fagon un peu complementaire qu’il sufht d’etudier 
les espaces ymetriques G/H avec [O, O] = 8 car la situation generale se 
reduit a ce cas le plus souvent. Notons que de ce point de vue, l’ttude des 
operateurs semi-invariants n’est pas plus difficile que celle des optrateurs 
invariants. Nous obtenons comme cas particulier le rtsultat suivant: si G 
est un groupe de Lie resoluble connexe et simplement connexe, et si H est 
connexe, tout operateur differentiel sur l’espace symmetrique G/H semi- 
invariant a gauche est resoluble sur tout ouvert relativement compact 
(resolubilite semi-globale); cette propritte devient locale si l’on ne suppose 
plus G simplement connexe ou H connexe. 
Les six premiers paragraphes ne font pas appel a la formule de 
Plancherel. Nous utiliserons celle-ci pour ttudier d’autres operateurs 
provenant de %(S@). La transformation de Fourier de [w” permet d’ecrire 
l’equation differentielle P(a/ax) u(x) = v(x) sous la forme P( --it) t;(5) = 
a(t). Une solution possible pour u consiste a prendre la transformee inverse 
de P( -it)-‘O(l). De maniere analogue, Ctant don& une decomposition en 
integrale hilbertienne de la representation L de G dans I’espace des sections 
de carre integrable du fibrt (G, H, V), on Ccrit l’equation Pu = v sous la 
forme 
et l’on cherche une solution en tentant de donner un sens a des integrales 
ressemblant autant que possible a 
s 63 n(P)-%” dm(7c). 
C. Rockland aborde ainsi dans son article [37] l’etude de l’hypoellip- 
ticite d’operateurs differentiels “homogenes” sur le groupe de Heisenberg; il
pose la question de savoir quelles conditions permettent d’inverser ces 
operateurs, question qui intervient naturellement lors de l’etude de 
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l’hypoellipticite differentiable (voir les travaux de B. Helffer et J. Nourrigat 
[20] et L. P. Rothschild) ou analytique (voir G. Metivier [32]). 
Lorsque le groupe G est de Heisenberg, nous avons donne dans [29] des 
conditions assurant la rbolubilite de P. L. P. Rothschild [38] et 
N. LohouC [ 3 1 ] ont etudie la risolubilitt de certaines classes d’operateurs 
differentiels ur ce groupe. 
Pour des groupes nilpotents de plus en plus generaux et pour des 
operateurs P de plus en plus varies, les auteurs L. Corwin, L. P. Rothschild, 
F. P. Greenleaf, et D. Tartakoff (cf. [S-l 1, 38-40]), P. Levy-Bruhl [27], 
et Nghiem Xuan Hai [33] donnent des conditions de rbolubilite. 
R. L. Lipsman [30 3 considke plus gbneralement des groupes de type 1 
pour Cnoncer une condition proche de la notre qu’il applique ensuite a des 
groupes resolubles. 
Notre travail se situe dans la lignee des articles [29, 8, 9, 10, 311: si n(P) 
est suffrsamment inversible et si la norme [In(P)-‘(1 admet des singularites 
“temperees” (ceci se mesure par le comportement de scalaires rc(Q)/n(S) 
avec Q et S semi-invariants), alors Equation differentielle associee a P est 
resoluble. Le fait que l’on sache maintenant resoudre les equations 
associees a S nous permet d’ecrire un &once de ce type dand le cadre d’un 
espace fibre (G, H, U). 
Remarquons le cas trait& par L. F. Richardson [36] qui etudie des 
operateurs d’ordre 1 sur des quotients compacts du groupe de Heisenberg 
de dimension 3. L’existence dun inverse rc( P)- ’ suffit sans autre 
majoration a assurer la resolubilite de P. 
Nous donnons comme exemple d’application l’optrateur 
L,.=H2+P2+Q2+cE, CE@, 
qui agit sur C”(G, C) ou G est le groupe de l’oscillateur harmonique dont 
l’algebre de Lie a pour base (H, P, Q, E) avec les crochets 
CH, PI = -Q, CH> Ql =f’, [If’, Ql =E. 
Pour tout c E @, cet operateur est semi-globalement resoluble. 
2. PR~ENTATIoN DES OBJETS BTUDIBS 
On designe dand ce qui suit par G un groupe de Lie connexe d’algebre 
de Lie (reelle) 8 et par H un sous-groupe de Lie ferme de G d’algebre de 
Lie fi. Si 0 est une representation continue de H dans un espace de Hilbert 
E, on forme l’espace fibrb (G, H, 0) associe a ces dontrees, et l’on considere 
l’action de G sur les sections de ce fib&; nous d&irons bientot plus en 
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detail cette construction qui donne la representation de G induite a partir 
de la representation 0 de H. 
Les espaces de Hilbert que nous considerons seront tous &parables, les 
representations eront toutes continues. Nous omettrons souvent de le 
preciser par la suite; ceci assure pour toute representation unitaire 
I’existence d’une decomposition en somme continue de representations 
irreductibles (on se referera aux livres [ 121 de J. Dixmier et [26] de 
Kirillov pour ces proprietes). 
Notre centre d’interet est I’ttude de la resolubilite d’operateurs differen- 
tiels associts naturellement a cette situation; les resultats que nous 
obtenons sont rarement globaux et nous adopterons le plus souvent un 
point de vue local. Si G designe le revetement universe1 de G, ii l’image 
inverse de H dans G, H,, et fiO les composantes connexes neutres respec- 
tives de H et fi, les applications naturelles: 
sont des revetements qui commutent a l’action de t?. 11 en rbulte que d’un 
point de vue local, on peut saris restriction supposer que le groupe G est 
connexe et simplement connexe, et que H est connexe et fermi: dans G. 
Nous supposons d’une man&e generale que G est simplement connexe. 
Nous dtsignerons par la lettre Q’ un ideal donne de codimension 1 de 8 
contenant 9 (s’il en existe), par G’ le sous-groupe de Lie connexe de G 
d’algebre de Lie 8’, et nous supposerons H contenu dans G’. Etant donnt 
que G est simplement connexe, G’ est ferme et simplement connexe, et si 
XE 8, X# (fi’, l’application de 54’ x G’ dans G qui envoie (t, g) sur 
(exp tX)g est un diffeomorphisme (on se reportera au livre de 
G. Hochschild [23] oh sont etudiees ces proprietes). 
Soit E un espace vectoriel topologique et F un espace de fonctions 
definies sur G a valeurs dans E; on note L et R les actions de G sur F 
donnees respectivement par: 
bQlf)(x)=fw’x)~ (g,x,f)EGxGxF 
(2.1) 
(R( glf)(x) = f(xg). 
Lorsque l’algebre enveloppante complexifiee %(S)’ agit par differentiation, 
on note encore L et R les actions obtenus. S’il n’y a pas d’ambiguite, on 
conserve les mCmes lettres L et R pour designer ces actions lorsque G, E, et 
F varient. 
Soit I’ une variitt differentiable; on designe par Ck( V, E) avec 
k E N u { + co } l’espace des fonctions continues definies sur V, a valeurs 
dans E, k-fois differentiables, et par Ct( F’, E) le sow-espace de Ck( V, E) 
forme des fonctions dont le support est compact. 
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Mesures invariantes. Soit m, une mesure de Haar positive sur G 
invariante a gauche (sous l’action L de G). La fonction module de G est 
donnee par 
~~f(~x-‘)dm,(~)=~,(x)~~f(~)dm,(g), (x, f) E G x C$‘(G, @). 
(2.2) 
Soit K un sous-groupe fermi: de G, mK une mesure de Haar ti gauche 
positive sur K, A, la fonction module de K, on definit 
d K,&) = d K(k)/d c(k), k E K. 
Soit p la projection de G sur G/K, P un ouvert de G/K et I/= p-‘(p). 
On designe alors par Cz( V, C)” l’espace des fonctions continues f difinies 
sur G, a valeurs complexes, dont le support contenu dans V est compact 
modulo K (c’est A dire contenu dans une partie CK de G oh C est compact 
dans G), satisfaisant la relation 
V(x, k)e Vx K, f(xk) = d,&)f(x). (2.3) 
L’espace Cz(G, C)” s’identifie B l’espace des sections continues a support 
compact du libre de base G/K associe a la representation Ai; de K. 11 
existe sur Cz(G, C)” une forme linbaire non nulle positive invariante sous 
L. Cette forme est definie de man&e unique A un scalaire multiplicatif p&s. 
On note mG,K un choix dune telle forme et l’on tcrit pour f dans 
C:W, @I” 
m&f) = $G,,f(4 dmdx). (2.4) 
Les proprietts de mG,K sont d&rites dans le chapitre 5 de [3], et dans les 
references indiqutes dans ce dernier ouvrage. On indique ci-dessous cer- 
taines expressions utiles donnant mG,Jf). Pour cela, considerons les don- 
nees et proprietts qui suivent: soient P un ouvert de G/K, V = p-‘(r), S 
une variete differentiable, i une application de S dans k’. On associe a i 
l’application j de S x K dans V donnte par j(x, k) = i(x). k. 
(2.5) On dit que (V, S, i) est “acceptable” si j est un diffeomorphisme de 
S x K dans V. Dans ce cas, pour f dans C%( V, @)“, on forme f = foi. 11 
existe une mesure m, sur S veritiant 
(2.6) 
Considerons tgalement la situation suivante: soient M un sous-groupe 
ferme de K et f un Clement de Cf(G, C)“. Pour tout x de G, la fonction 
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kEK+f(xk) -d&(k) appartient a Cz(K, C)“‘; a condition de choisir avec 
coherence les formes mG,,,, mG,K et mK,,,, on a l’egalitt: 
P f dmG,M= fG,K dmG,K(x) 0 fW) 4$(k) dmK,MW. (2.7) GIM KIM 
On rappelle qu’une mesure m sur un espace homogene G/H est dite 
relativement invariante de multiplicateur x s’il existe une representation 
continue x de G dans C* telle que 
VXEG, .r,ix f(xg) dm( g)= x-‘(x) J‘,,, f( g) dm( g). 
La restriction de x A H coincide alors avec A,,, . D’aprb Bourbaki [S], 
chapitre VII, section 2, no 6, il existe sur G/H une mesure non nulle 
relativement invariante par G de multiplicateur x si et settlement si pour 
tout hg H, x(h) = d&h). Lorsque H est distingue dans G, I’existence 
dune measure invariante sur G/H entraine done l’egalite 
VhEH, d,,(h) = 1. (2.8) 
Considerons le cas particulier du triplet (fi, 8’, 8), avec $ c (ti’ c (tj od 
8’ est un ideal de codimension 1 de 8. Soit XE 8 tel que Cs = 8’ @ RX. 
L’CgalitC (2.7) devient, compte tenu de (2.8) 
tf fdm G/H 
G,H = BB dt J i G,,H f((exP tX)g) d%,H( g). (2.9) 
Enlin, soient I” un ouvert de G//H, S’ une variete, et i’ une application 
telle que (I”, S’, i’) soit “acceptable” (au sens (2.5)) au niveau de G’; soient 
Z c I4 un intervalle, S = Z x s’, 
V={g=(exptX)g’,(t,g’)~ZxV’}, et i(t,s’)=(exptX)i’(s’), (2.10) 
(t, s’) E S. Le triplet ( V, S, i) est “acceptable” au niveau de G. Pour f dans 
Cz( V, C)“, l’igalite (2.9) s’ecrit 
Q .fdm G,H= GIH f 
s (foi(t, ~1) dm&) dt. (2.11) 
(2.12) Si West une partie de G, on dit que West relativement compacte 
modulo H dans un ouvert V de G si l’adhirence T de W dans G est 
contenue dans V et si p(W) est relativement compact dans p(V). 
Nous considerons les espaces fonctionnels suivants: soient V un ouvert 
de G, U une representation continue de H dans un espace vectoriel 
topologique E, et k un element de N u ( + cc }. 
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(2.13) D~INITION. On appelle Ck( V, H, U) l’ensemble des fonctions f 
definies sur V, a valeurs dans E, k-fois continOment differentiables et 
satisfaisant la relation: 
V(x, h)~ Vx H tel que xh~ V, f(xh) = AZf,(h) u- yh) -f(x). (2.14) 
Dune facon analogue, on note Ct( V, H, U) le sous-espace de 
C”( V, H, U) formt des fonctions dont le support est compact modulo H. 
Soient W c V deux ouverts de G satures sous H. On a alors les 
inclusions naturelles: 
C;( W, H, U) c C;( V, H, U) c C:(G, H, U). (2.15) 
(2.16) Reprhentations induites. Soit U une representation unitaire con- 
tinue du sous-groupe H de G dans l’espace de Hilbert E. On note (., .)E le 
produit hilbertien de E et 11 . 11 E la norme de E. On dispose sur Cf( V, H, U) 
de la forme sesquilintaire (lineaire par rapport a la premiere variable f ): 
(f, dc=$G,H (f(x), &))~dwdx). (2.17) 
Par la suite, le groupe de Lie G sera appelt a varier alors que le sous- 
groupe H sera fixe; nous n’introduisons done pas la lettre H dans la 
notation. 
On note I?( V, H, U) l’espace de Hilbert obtenu par completion de 
CE( V, H, U), et l’on note encore (., .)G le produit hilbertien induit. On pose 
ah Ilf II G = (5 f)$‘. 
La representation induite de H a G a partir de U s’obtient en faisant agir 
G sur FF’(G, H, U) selon la formule 
b%+f)(x)=fW-a (x, g)EGxG. 
Lorsque U= id, est la representation triviale de H dans @ et que 
A H,G - - 1, la representation ainsi definie est la representation quasi-reguliere 
gauche de G dans L2(GfH, dm,,,). 
Opkrateurs d$f&entiels. Soient V un ouvert de G sature sous H, U une 
representation (continue) de H dans l’espace de Hilbert (separable) E, L et 
R les representations associees de %(@I”) dans Cm( V, H, U). 
On introduit les notations suivantes: soit Es l’ensemble des vecteurs de E 
s-fois differentiables pour U. On dttinit une norme sur E, not&e s&n le 
contexte 11 11 E,s? 11 11 H,s ou simplement (1 IIs en posant: 
llfll3= 1 llwlfll2,~ 
PE.47, 
ou %!I3 est une base du sous-espace vectoriel des elements de a(!$) de degre 
au plus s. 
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L’ensemble COEF( V) des coefficients des operateurs differentiels 
(agissant sur C”‘( V, E)) que nous considtrerons verifiera les conditions 
suivantes: 
(i) COEF( V) est une algebre sur I’anneau Cm( V, C) dont les 
elements sont des fonctions definies sur V, a valeurs dans l’anneau des 
endomorphismes continus de E, , indeliniment differentiables, (l’ap- 
plication x -+ a(x)f, a E COEF( V), f~ E, est indefiniment differentiable). 
Cette algebre est stable par differentiation. 
(ii) Si a E COEF( V), il existe a* E COEF( V) tel que 
VXE V, W g)EE, XE,, (a( gL = (f; a*(xk),. 
(iii)( lo) A tout a de COEF( V) don& on peut associer (s, t) E NZ tel 
que pour tout compact K de V, il existe une constante c(K, s, t) telle que 
vfE-%,, VXEK ll~~~lfll~+Il~*~~~fll,Q~~R~~~~Ilfll~~ 
(2’) Si l’intgalitt (iii)( lo) ci-dessus est vtritite pour un couple 
(s, t) E N2 et si a(x) designe encore le prolongement par continuite a Es de 
l’operateur initial (celui-ci est bien dtfini car E, est dense dans Es), alors 
l’application x--f a(x) de V dans l’espace L(E,, E,) muni de la norme des 
applications lineaires de E, dans E, est indtfiniment differentiable. 
(iv) L’application constante x E V + IdEw est dans COEF( V) (ainsi 
que x -+ u(x)Id,= pour u E Coo( V, C)). 
Etant don&e une algebre COEF( V), on forme les operateurs differen- 
tiels 
P = C a,(x) L(Xi) R( Yi) 
iGl 
(2.18) 
avec a, E COEF( V), Xi et Y, dans @((tic), Z designant un ensemble lini 
d’indices. 
Notons que d’apres (i), l’egalite pour XE%(@~) 
(R(X)f )(x) = -(LW(xP-lf l(x) = c hi(x) L&If(x) 
je.l 
avec des coefficients bj dans Cm( V, C), montre que P s’tcrirait aussi bien 
sous la forme P = Cs, s c,(x) L(X,) = C,, T d,(x) R(X,). 
Indiquons a titre d’exemple que pour E = R”, on peut choisir comme 
ensemble de coefficients COEF( V) l’espace des applications indefiniment 
differentiables a valeurs dans l’ensemble des endomorphismes de R”; on 
obtient la notion de systemes d’optrateurs differentiels lintaires. 
(2.19) Notations. A partir de maintenant, on suppose fix&e l’algebre de 
coefficients COEF( V). On appelle Diff( V, H, U) le quotient de I’ensemble 
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des operateurs differentiels de la forme (2.18) qui stabilisent Cm( V, H, U) 
par l’annulateur de cet espace. On appelle L @ R(G, H, U) le sous-anneau 
de Diff(G, H, U) obtenu en prenant dans (2.18) des coefficients indepen- 
dants de x multiples de IdE,. 
Remarquons qu’un element P de Diff(G, H, U) peut s’ecrire sous la 
forme P = Cic, a,(x) L(X,) avec des coefficients ai invariants a droite par H 
(notons que L(X) agit bien dans ?(V, H, U)). 
Si P est dans LO R(G, H, U), on appelle degre de P et on note (PI le 
plus petit entier qui permette d’tcrire 
P=~a&QR(Q) (onnote L(Q’) R(Q”)=L@R(Q’@Q”)), 
la somme &ant &endue aux elements Q dune base des elements de degre 
au plus IPI de %(Oc)O%(8@). 
L’adjoint formel P* de P E Diff( V, H, U) est detini par la condition: 
(Pf, g)G = (f, p*g), 
od f et g decrivent C,“( V, H, U). Si P= L(X), avec XC 6, on a 
L(X)* = L( -X). 11 sera commode par la suite de noter X* le prolongement 
a %!(@)c de l’anti-isomorphisme X + -X od X+ X disigne la conjugation 
complexe de 6” relativement a 6. 
On dira que P est un operateur differentiel semi-invariant a gauche de 
poids A E (8”)* si: 
Remarquons que si P et P’ sont semi-invariants $I gauche de poids respec- 
tifs Iz et il’, alors PP’ est semi-invariant a gauche de poids (A + A’). 
Si A c Diff( V, H, U) est une famille d’operateurs et si 3, E ((tic)*, on note 
A’ l’ensemble des elements de A semi-invariants a gauche de poids 1. 
(2.20) L’algebre L(%(B)“) s’identifie au quotient %((tj)c/ker L et on 
appelle %‘L le semi-centre de cette algtbre, c’est a dire la sous-algebre ngen- 
dree par les elements semi-invariants a gauche de L(%(S)c) lorsque ,7. 
varie. C’est une algebre commutative: L Ctant unitaire, une d&integration 
mene au cas irreductible et ce rtsultat dtcoule alors de la proposition 4.3.5 
de J. Dixmier [ 131. Pour 1 donne, le noyau de I est un ideal de codimen- 
sion (complexe) 1 de 6”; Soit ,4 le caractere de G dont la differentielle 
est 2. On a la 
(2.21) PropriPtc!. Soit P E Diff(G, H, U)” un operateur semi-invariant a 
gauche de poids 1. Alors, pour tout x E G, 
L(x),P,L(x-1) = A(x)P. 
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11 en rbulte qu’un tel operateur est determine par sa valeur en un 
point. Notons que de la relation (d/dr)A(exp - tX),=, = -A(X), on deduit 
lorsque H est contenu dans ker A que l’operateur A delini par 
Vf)(x) = 4x)f(x), SE CYG, K u) 
est semi-invariant a gauche de poids -A. Done si P est semi-invariant a 
gauche de poids A, AP sera invariant a gauche. Enlin si P est semi-invariant 
a gauche de poids 1, P* est semi-invariant de poids X. 
Pour etudier la resolubilite des optrateurs differentiels nous utiliserons la 
terminologie suivante: soit S une variett, F,, F2, Fz avec F2 c F1 trois 
espaces vectoriels de fonctions delinies sur S, P un operateur lineaire de F, 
dans F;. 
(2.22) L’operateur P est dit globalement resoluble dans F, avec second 
membre dans F, si l’equation 
Pu=v, VEF,, 
admet une solution u dans F,. 
(2.23) Si pour tout ouvert I’ de S relativement compact et tout v de F,, 
on peut trouver u dans F, tels que l’egalite Pu = v ait lieu sur V, P est dit 
semi-globalement resoluble. s’il existe un voisinage ouvert V de x E S sur 
lequel I’egalitt Pu = v est satisfaite, P est dit localement resoluble au 
voisinage de x. Enlin si P est localement resoluble au voisinage de tout 
point, on dit que P est localement resoluble. 
Les espaces F, , F2, Fz que nous considererons dans ce qui suit seront en 
general dune espece bien determinCe. Seule la classe de differentiabilitt des 
fonctions considertes ne sera pas toujours explicite. Nous omettrons 
souvent de preciser de quels espaces il s’agit, tout particulibrement s’il est 
question de fonctions indefiniment differentiables. 
Notons que pour un operateur differentiel semi-invariant a gauche, la 
propribte (2.21) montre que la resolubilite locale au voisinage d’un point 
entraine la resolubilite locale au voisinage de tout point. 
DPrivation faible-Espace de Sobolev 
(2.24) DEFINITION. Soient f e @(V, H, U) et P E Diff( V, H, U). La 
dtrivee faible P*f est la forme antilineaire sur CT( V, H, U) donnie par 
(p*f)(g) = (A Pg), 
On munit CF( V, H, U) de la famille de semi-normes NP( g) = 11 Pgll G oh P 
decrit L 0 R(G, H, U). Notons que si I/ est relativement compact modulo 
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I-Z, on peut se borner aux semi-normes N, oh P decrit L(‘%((li)“) pour 
definir cette topologie. En effet, la relation 
RWf( g) = (4 - A4 g). X)fM g), XE 6, 
montre que R(X), pour xe+2(Bc), s’ecrit comme une combinaison lintaire 
a coefficients variables d’tliments de L(%!(B)c); si C est un ouvert de G 
relativement compact tel que Vvc C. H, alors, ces coeffkients sont born& 
sur C, d’oh l’assertion. La notation P* utilisee s’accorde bien avec celle de 
l’adjoint formel de P dtfinie prtcedemment. 
Soit k E N u ( + co }. On appelera Hg( V, H, U) l’adherence dans 
P( V, H, U) de CpO( V, H, U) pour la famille de semi-normes N, donnees 
par 
NAf) = Mf, Af)i!i2, A E L(%(Q)“), IAl Gk. 
Soient k E N et (A;, in I} une base du sous-espace de L(@(B)c) des 
elements de degre au plus k; Hk( V, H, U) est un espace de Hilbert pour le 
produit scalaire 
(f, g)G,k= C tAif, Aig)G= (A(2k!L g)G 
iel 
avec A(2k)=Ci.IArAi. 
On note Hdk( V, H, U) l’espace dual (continu) de H$( V, H, U). Tout 
Clement de Hek( V, H, U) peut done s’ecrire sous la forme A(2klf avec f 
dans Ht( V, H, U). L’espace Hpk( V, H, U) est engendre par les elements 
P*f avec P dans L(42(B)c), 1 PI < k, et f dans ZYZ”( V, H, U). 
(2.25) Notons que si s E N, s > k 2 0, WO( V, H, U) s’injecte continuement 
dans Hfj( V, H, U). Enfin, si PE LQ R(G, H, U), I PI <k, et si V est 
relativement compact modulo H, l’application P de H$( V, H, U) dam 
Hk - “I( V, H, U) est continue. 
NOUS considererons egalement pour k E N l’espace Hk( V, H, U) formi 
des elements f de @(V, H, U) dont ies derivees faibles P*f avec 
PE L(9(6)“), IPI <k, sont encore dans @‘(V, H, U). Notons que, en 
general, Hk( V, H, U) est strictement contenu dans Hk( V, H, U) (ceci se 
produit pour G = R, H = {0}, U= Id, V= 10, l[, k = 1 par exemple). 
Entin on d&nit H-“( V, H, U) la limite inductive des Hpk( V, H, U) 
lorsque k dkrit N. Si on d&nit de faGon analogue $ (2.24) la d&iv& P*f 
pour f E H-“( V, H, U), on a l’egalite: 
(PQ)*f = Q*(P*f). 
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3. UNE INBGALITB 
Ce paragraphe est directement inspire d’un article de F. RouviQe [41] 
dont nous reprenons les techniques pour elargir le champ d’application 
dune inegalite (inegalite de Hormander [24] lorsque G = Rn). On reprend 
les objets G, G’, H, V=p-‘(P) consider& au paragraphe 2 ou on a 
supposk que H est un sous-groupe ferme du groupe de Lie connexe et 
simplement connexe G avec H c G’ c G, G’ dtsignant un sous-groupe fermt 
connexe distingui de codimension 1 de G. U est une representation unitaire 
continue de H. 
Soit XE (fi tel que 8 = RX+ 8’. Tout g de G s’ecrit de facon unique sous 
la forme 
g = (exp lx) 6, avec (t, g’) E I&! x G’. (3.1) 
Soit dE C”(G, KY) la fonction donnee par 
d((exp tX) g’) = -t (3.2) 
(exp 0 d est un caractere multiplicatif de G). On definit l’opeateur D qui agit 
sur Cm( V, E) par 
U?fN g) = 4 g1.A g). 
Si P est un operateur agissant sur C”( V, E), on pose 
C?(P) = [P, D] = PD - DP. (3.3) 
On remarque que D conserve Cm( V, H, U) et 8 definit done une derivation 
de l’algebre des operateurs differentiels agissant sur cet espace, et en par- 
ticulier de Diff( V, H, U). Soit PE Diff(G, H, U); d’apres le theorbme de 
Poincare-Birkhoff-Witt et par definition de l’algbbre d’operateurs con- 
sidtree, on peut ecrire P sous la forme dune somme tinie 
P = C ~s,,WWW’Qs,, (3.4) 
(S.I)E N* 
ou les Qs,, sont dans I’image par L 0 R de @(S’c) 8 %(6”) et ou les a,, 
sont dans COEF(G). 
(3.5) LEMME. L’application d est une dkivation de Diff(G, H, U) qui 
laisse stable Diff(G, H, U)“, LQ R(G, H, U) et L@ R(G, H, U)“. Si P est 
krit sous la forme (3.4), alors: 
C?(P) = c a,, [sL(X)“- ‘R(X)’ - tL(X)“R(X)‘- ‘1 Q,,l 
*.I 
(ozi par convention sL(X)“- ’ = 0 = tR(X)‘-’ pour s = 0 = t). De plus, ci un 
scalaire multipticatz~prPs, 8 ne dkpend pas du choix de X. 
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Dthonstration. Considtrons le cas particulier ou P= L(X). Si 
f~ Coo( V, E), on calcule 
a(P).0 g) = CL(W) - DW)I f(g) 
= (Wt),=Q 4(exp- t-Ug)f((ev- t-Wg) 
-d(g)(d/dt),=,f((exp- txk). 
Pour g = (exp t&g’, (to, g’) E R x G’, on obtient 
a(p)f(g)=(d/dt),=,((t-tQ)f((exp-tX)g)+tQf((exp-tX)g) 
=f(g). 
Un calcul anlogue donne pour P = R(X) 
d(P) f( g) = -A g). 
Ceci et la relation de recurrence 
[Pk, D] = PIPkpl, D] + [P, D]Pkp’ 
conduit a 
d(L(X&)) = kL(Xk- I), (kE N), 
d(R(Xk)) = -kR(R(Xk- ‘), (ke N). 
D’autre part, il est clair que D commute a faction de G’ et aux optrateurs 
a . Par restriction a Cm( V, H, V), la formule du lemme donnant 
l’zkpression de d(P) est maintenant immediate. La stabilite de 
L @I R( G, H, U) resulte alors de celle de Diff(G, H, U) et de cette formule. 
Maintenant, si P E Diff(G, H, V)“, on calcule, avec YE 6: 
L-Q 0 a(f’)I = C CU Y), PI, 01 + CP, CL4 Y), 011 
= 4 Y) W) + cp, W( VII 
= 4 Y) d(P), 
car d(L( Y)) est une constante et commute a P. Ceci montre la stabilitt de 
Diff(G, H, V)” par 8. Enfin, l’invariance de la fonction d sous l’action de G’ 
entraine l’independance (a un scalaire prb) de 8 relativement au choix 
de X. 
(3.6) Remarque. Soit P un element non nul de Diff(G, H, U): P= 
Ci<n CQ +,iL(Q) 4X’), avec Q dans %(O’e). Comme L(x”) est dans 
Diff(G, H, U) ainsi que Co aQ,n L(Q) = (l/n!) an(P) (d’aprbs le lemme 
500/75/2-2 
226 GhRARD LION 
ci-dessus), les opkrateurs Co u~,~L(Q) L(Y) sont kgalement dans 
Diff(G, H, U). On appelle degrk partiel de P en X l’entier n donn6 par la 
condition: 
an(P) # 0, an + ‘(P) = 0. 
Un opkrateur de degrC partiel 0 est done somme hie de monhmes aL(Q) 
avec Q dans 42(W); c’est un Clement du noyau de 3. 
(3.7) DEFINITION. Soit P dand Diff(G, H, U). On appelle AG( P) la plus 
petite sous-alg2bre d’ophrateurs contenant P, P*, et stable par 8. 
(3.8) PROPOSITION. Soient V un ouvert de G relativement compact 
modulo H, et P # 0, P E Diff(G, H, U)“, i E (8”)*; on suppose que A,(P) est 
commutative. Soient m et Q d&erminb par 
Q = am(p), mEN, Q#O, a(Q)=O. 
Alors, il existe une constante c y > 0 telle que 
Vu E C:( V, H, U), I/Q4.~cv lIf’~ll~~ (3.9) 
Notons qu’une inkgalitt de la forme (3.9) en entraine d’autres. D’abord, 
elle se prolonge par continuitt 21 H;( V, H, U) si l’entier s est supkrieur au 
degrC de P. Ensuite, on va en dtduire des intgalitks en norme 11 lIG,k, k E N: 
il existe c”,~ > 0 telle que 
Vu~C,m(v, H, U), IIQ41G,k~CV,k IIPuIIG,k. (3.10) 
En effet, si une telle inkgaliti est ktablie pour un certain entier k (c’est le cas 
de k=O), alors 
II@4 G,k+l G 1 IIL(yi) e”llG,k +c IIQ~IIG,~ 
( ief > 
oti (Y,), ie I, dkrit une base de (5, et od c > 0 est une constante. Mais 
L( Yi)Qu = A( Yi)Qu + QL( Yi)up d’oti 
IlQull G,k+l<~ 
( 
1 •t C l4Yi)l IlQullG,k+ C C IIQL(YibIIG,k 
iel > iel (3.11) 
IlQull 
> 
IlQull~,~ + 1 ccv,k IIPL(Yi)UIIG:k. 
icl 
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Comme PL( Yi) = L( Yi)P - I( Yi)Py on a 
IIPL(YiblI G,k G In( IIf’ullG,k + II’ J’u1IG.k 
G c’ IIW G./c+ 1.
Cette derniere inegalite reportte dans (3.11) donne l’inegalite (3.10) au rang 
k + 1 (done au rang k pour tout k E N). 
On demontre maintenant la proposition (3.8). Si a(P) = 0, l’inegalite 
(3.9) est verifite avec Q = P et c V = 1. On suppose done d(P) # 0. Pour tout 
u E c”,( V, H, U), on a: 
IliY(P)ull$ = -(i?(P)24 DPU), + (P*u, DqP)*u), 
-(P*u,a2(P)*u),+([P*,a(P)]u,Du),. (3.12) 
Mais puisque A,(P) est commutative, on a 
cp*, a(P)1 = 0, IIp*4lG= IIWI., Il~*(p)*~ll, = ll~2m41,. 
Alors 
Ila(P)ull;= (a(P)u, PDu- DPu), 
= -(d(P)u, DPu),+ (D[P*, a(P)]u+ Da(P) P*u, u)~ 
cette dernibre egalite donnant (3.12). 
L’inegalite de Schwarz appliquee a (3.12) donne 
IlwMl;~ IIP4.(2c Il~(p)4l.+ Il~*uwG) oil c=sup Id(g 
LTs v
(3.13) 
Montrons par recurrence sur le degre partiel m en X de P que 
Il~(Wl, G 2mc IIfWG. (3.14) 
Si m= 1, a2(P)=0, les inegalites (3.13) et (3.14) cokcident. Supposons P 
de degre m + 1. Alors, a(P) est de degre au plus m, d’oti 
lla2(Wll G 6 2mc IlW)~ll G. 
En reportant ceci dans (3.13), on obtient 
IIWM G G 2(m + 1 )c II Pull G 
ce qui Ctablit l’inegalite (3.14). Celle-ci, appliquee successivement aux 
operateurs d’(P), 0 < i < m, conduit a la majoration de la proposition (3.8) 
avec 
cv= WI@ sup I4g)l)“. 
L?s v 
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Remarquons qu’il n’a pas ete ntcessaire de supposer p(V) relativement 
compact dans G/H. Ainsi, si V est contenu dans l’ouvert 
V,=(g;gEG,g=(exptXg’,(tl<a,g’EG’) 
on peut prendre cy= (2a)“m!; ceci permet lorsque a(P) n’est pas nul de 
rendre cette constante arbitrairement petite. 
Compkment. La methode que nous avons utilisee s’adapte a la 
situation suivante: soit V une variete differentiable munie dune mesure 
lebesguienne dm. Considerons la variete Iw x V, dont nous noterons (x, u) 
les elements, et munissons la de la mesure dt . dm. Notons Diff”( V) l’ensem- 
ble des operateurs differentiels sur V a coeffkients s-fois differentiables, 
SE N. Detinissons l’operateur D qui agit sur P(lR x V) par: 
Wf)(x, 0) = xf(x, VI, 
et posons a(P) = [P, 01, od P E Diff”( R x V). L’optrateur ainsi detini est 
une derivation de Diff(R x V). 
La proposition suivante qui est vraisemblablement connue des 
spkcialistes (?) est valable sur une variete s’-fois differentiable, avec s’ assez 
grand, pour des operateurs differentiels a coefficients -fois differentiables 
avec s assez grand pour pouvoir effectuer saris problemes les calculs qui 
interviennent (passage a l’adjoint,...). 
(3.15) PROPOSITION. Soit s E N un entier assez grand, et soient (Q,), i E Z, 
une famille d’kkments de DifF( V). Soit 
P = (a/ax)m + s(a/ax, Qi, Q:,, P #O, 
oti S est un polynhme dlyfirentiel et m un entier naturel. Soit IPI le degrd de 
I’opbateur diffPrentie1 P. On suppose que les Qi, QT, (i, j) E Ix I, commutent 
deux ci deux. Alors si le degrP en a/ax de S est strictement infkrieur ri m, on a 
la majoration 
VuECF(Rx V) tel que suppuc]-a,a[ X V, IId G co IIPUII 
oli c, > 0 est une constante indkpendante de u (on a post 
Ilull’=/Rx y Mx, ~)I* Wu) .dx), 
et I’kquation 
P*u = v, VE P’(R x v > a=) 
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admet une solution u dans L*( W, dx . dm) sur tout ouvert W relativement 
compact de R x V. 
La resolubilite L* est une consequence de la majoration (3.9) (qui s’ap- 
plique a P) comme nous le verrons au paragraphe suivant. 
4. VERS LES EQUATIONS DIFF~RENTIELLES 
Nous montrons dans ce paragraphe comment la proposition (3.8) per- 
met de ramener l’ttude dun operateur differentiel sur C”(G, H, U) $ celle 
dun operateur sur Cm(G’, H, U). On suppose dans toute cette partie que G 
est un groupe de Lie connexe et simplement connexe, que G’ est un sous- 
groupe de G connexe ferme et distingd, de codimension 1, et que H est un 
sous-groupe fermt contenu dans G’. On dtsigne par U une representation 
unitaire continue de H dans un espace de Hilbert separable E. 
Soit P un ouvert de G/H, V = p-‘(V) l’ouvert sature de G associe. Pour 
x dans V, on dttinit V’ = {g E G’; xg E V}. V” est un ouvert sature de G’. Si 
f~ Cu3( V, H, U), on detinit pour x dans V 
f,(s) =f(xg). (4.1) 
Alors, f, est un Clement de Ca( V”, H, U) car d’apres (2.8), A,,,, = 1, et f, 
verilie done les bonnes conditions de covariance sous H (en tant que 
fonction definie dans G’). 
Nous distinguons pour quelques lignes la notation L (resp. R) qui 
designe l’action a gauche de G (resp. a droite) et la notation L’ (resp. R’) 
qui dbigne l’action a gauche (resp. a droite) de G’. On detinit un 
homomorphisme q qui a un Clement du noyau de 8 dans Diff(G, H, U) (ou 
dans Diff( V, H, U)), associe un element de Diff(G’, H, U) en posant 
q(L( Y) 0 R(Z)) = L’( Y) 0 R’(Z) pour Yet Z dans %((tj’c), 
v(a)=alos, (restriction a G’), pour a E COEFF( G). 
(4.2) 
Soit Q E Diff(G, H, U) n ker(a), alors 
(QLWIIf)(g) = (lr(Q,fx,(g,> (x, g) E G x G’, f E C”(G, H, U). 
11 resulte de cette formule que si Q est semi-invariant de poids 1, v(Q) est 
semi-invariant de poids I’ = J 1 6,. Dans ce cas, la formule prend l’aspect 
suivant: 
4xM2fMg) = v(Q)f,(g,, (x, g) E G x G’. (4.3) 
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On voit ici que v] est injective lorsqu’on la restreint A l’ensemble des 
opirateurs semi-invariants (contenus dans le noyau de a). Maintenant, 
l’intkgrale (2.9) prend la forme 
P IIQdg)IlzEdmG,Hw GIH 
iA(exP- tx)i’ Il’l(e)(fexptx)(8’)112Hdmc,,,(g’). (4.4) 
Cette dernike kgalitC permet d’estimer llefll G B l’aide de Il~(Q)f,ll G,. On 
remarque que si f dtpend d’une variable de dimension n, f, dtpend d’une 
variable de dimension n - 1. Dans la situation de la proposition (3.8), le 
passage de P A q(Q) m&e d’un opkateur diffkrentiel d’ordre donnk A un 
opkrateur d’ordre moins Clevt agissant dans un espace de dimension 
infkieure. 
(4.5) LEMME. Soit P un &ment non nul de Diff(G, H, U)” tel que A,(P) 
soit commutative; Soient Q et m d&ermints par 
Q f 0, Q = ~‘YP), mEN(,a(Q)=O. 
Soit v’ un ouvert de G’ saturi sous H et a > 0 un nombre rtel. On forme 
I’ouvert V, de G: 
V, = ( g E G; 3(t, g’) E R x V’, g = (exp tX)g’, t E ]-a, a[ }. 
On suppose qu’il existe (k, s’) E N2, k d s’, et un constante c’ > 0 tels que 
Vu E C:( V’, H, U), Ilull~,kG C’ Iltl(QMl~:,~ (4.6) 
alors, il existe une constante c > 0 et un entier s 2 0 tels que 
VUEC,~O(V,, H, U), Il”liG,k~C IIpuilG,s. (4.7) 
DPmonstration. Considtrons d’abord le cas od k = s’ = 0 et supposons 
satisfaite (4.6). Pour u E CF( V,, H, U) et t E ]-a, a[, on a done 
Ilu exprxil G’ G c’ ll~(Q~b,,p,x)ll G” (4.8) 
Mais d’aprks la formule (4.3) 
dQ)(uexptx I= 4exp tJXQ4exprX. 
On en dkduit que 
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avec 
ca= sup{ (A(exp tX)(; ItI < u} 
et la formule d’integration (2.9) donne aussitot 
Compte-tenu de la proposition (3.8), on obtient 
ll4lG~C Il~4lG. (4.9) 
Supposons maintenant l’intgalitt (4.6) satisfaite avec des entiers 
k, s’, 0 <k <s’; il s&t de montrer des inegalites de la forme 
IIwI&l G 48 IlQ4&,9 
avec IBI <k, B= B’L(Xk’), B’ E L(Q(Q’)). Si B= B’, alors: 
11 Bull & = 1 II (BuLprxIl &I dt. 
R 
Mais par hypothese 
II exprXll &cl G 4 ll~exprXII&f~ 
don, d’aprb (4.6), 
II expt&,,, < c: IMQ, ~,,~txIl&s~. 
De cette derniere inegalite on deduit l’existence d’une constante cB telle que 
II Bull G,O Q CB II Qull G,s’. 
Maintenant, si B = B’L(Xk’), k’ # 0, cette inegalite appliquee a L(Xk’)u 
donne 
L’inegalitt (4.7) avec s = 2s’ en resulte. 
(4.10) PROPOSITION. Sent P un &ment non nul de Diff(G, H, U)” tel 
que A,(P) soit commutative t Q I’kl&ment de Diff(G, H, U)” dhermint par 
Q ZO, Q = Wp), a(Q) = 0. 
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Soient V un ouvert de G’ sature a droite sous H et relativement compact 
module H, a > 0 un nombre reel, et V, l’ouvert de G associe a a et V’. On 
suppose qu’il existe s’ E N et une constante c’ B 0 tels que la condition 
Vu E C,‘“( V’, H, U), llullc~.o G C’ ll~(Q~~ll~~,~~ 
soit satisfaite. Alors: 
(i) I1 existe s E N tel que l’equation 
Pu=v, v E c( V,, H, U) 
admette une solution u dans H -“(V,, H, U). 
(ii) Pour tout ouvert V relativement compact dans V, modulo H, 
f’tquation Pu = v, v E C,“( V, H, U), admet une solution u dans Cm( V, H, U). 
De plus, si l’on se donne un entier q E N, il existe un entier r tel que cette 
meme equation avec VE C;,( V, H, U) admette une solution u dans 
H”( V, H, U). 
Demonstration. I1 resulte du lemme (4.5) que l’optrateur P et done 
aussi P* satisfait une inegalite de la forme 
VUEC,“(V,, H, U), lbil G 6 c IIp*uIIG,s~ 
Le point (i) est alors consequence du lemme suivant: 
(4.11) LEMME. Soit PE Diff(G, H, U)” un operateur semi-invariant a 
gauche. L’equation Pu = v avec v dans CT( V, H, U) est resoluble dans 
HP “( V, H, U) si et seulement s’il existe une constante c > 0 et un entier 
s E N tels que 
V~EC,“(V, H, U), IIUIIG  c IlP*41GJ. 
Si ces conditions sont satisfaites, requation dtfferentielle avec v dans 
H;( V, H, U) est resoluble dans H-“( V, H, U). 
Demonstration du lemme. Supposons P resoluble dans H ~ “( V, H, U). 
Suivant Hijrmander [25, 3.3.1 et 3.3.21, considtrons la forme sesquilineaire 
sur CpO( V, H, U): (v, u) -+ (v, u)o. I1 existe TE H-“( V, H, U) tel que 
PT= v, ce qui s’ecrit (v, u)~ = (T, P*u)~. Notons w = P*u. La forme 
cv, w, + tv, u)G est separtment continue en VEH~(V, H, U) et 
w E P*(H,“( V, H, U)) avec la topologie naturelle pour le premier espace et 
la topologie induite par celle-ci pour le second. Une application du 
thioreme de Banach-Steinhaus (prendre w, + 0 et considtrer les forme 
lintaires v -+ (v, w,),) montre que la forme sesquilineaire consideree est 
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continue, d’ou l’existence dune constante c > 0 et dun entier k E N tels que 
pour tous u et u dans Cp( V, H, U), on ait 
ou encore I/uII~,-~ d c IIP*uII~,~. 
On peut supposer k pair. L’opCrateur A@) (cf. (2.24) et lignes suivantes) 
est un isomorphisme de I!“( V, H, U) sur HP“( V, H, U), d’ou l’existence de 
constantes trictement positives c’ et c” telles que 
I/ulI(;6 c’ IIA’k’UIIG,-k <C’I IIP*A(k)UIIG,k. 
Mais P*Ack)u = B(P*u) ou B est d’ordre k, d’ou l’inegalite du lemme 
avec s = 2k. 
Pour dcmontrer l’afftrmation rtciproque du lemme, nous reproduisons 
un rainonnement classique (voir F. T&es [43]). Soit M, l’adherence pour 
la norme 11 I/ G,s de l’image par P de Cp( V, H, U). L’inegalite (4.11) entraine 
l’existence dune application A’ continue de M, dans ZY”( V, H, U) vtritiant 
VUEC,“(V, H, U), A’P*u = u. 
On peut prolonger continuement A’ en une application lincaire A de 
WO( V, H, U) dans V’( V. H, U) (en effet, WO( V, H, U) peut etre muni dune 
structure d’espace de Hilbert et se decompose en somme directe hilber- 
tienne de M,s et de son orthogonal, d’od un prolongement A de A’). On a 
done encore 
Vu E C,““( I’, H, U), AP*u = u. 
On en dkduit pour tous u et w dans C,“( V, H, U) 
(u, AP*w), = (A*u, P*w), 
= (P**A*u, w)o = (PA*u, w)o = (u, w)o. 
Ces kgalitcs ont le sens suivant: A*u est la forme lintaire continue sur 
Hi( V, H, U) qui prolonge l’application t + (u, At)o oh t E C,9”( V, H, U). 
C’est done un Clement de H-“( V, H, U) solution de l’equation Pu = u. 
Considerons maintenant la situation du point (ii) de la proposition et 
donnons-nous u E CT( V, H, U). Rappelons un theorbme de factorisation de 
J. Dixmier et P. Malliavin [ 14, p. 3133. 
TH~OR~ME. Soient G un groupe de Lie, W un uoisinage de 1 o dans G, E 
un espace de Frechet, L une representation continue de G dans E, E, I’en- 
semble des uecteurs de E indtfiniment dtfferentiables pour L, et u E E, . Alors 
u est somme finie de ueteurs de la forme L(w)r oti w E C,9”(G, a=), 
supp(w)c W, et rEE,. 
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Now choisirons pour appliquer ce resultat un ouvert v relativement 
compact modulo H dans V, et un voisinage symetrique W = W- ’ de 1 G tel 
que W3Vc V, od 
W3V= {gEG; (s, t, u, v) Wx Wx Wx V, g=stuu}. 
L’espace CF( V, H, U) es1 contenu dans I’espace p(G, H, U), des vecteurs 
indefiniment differentiables pour L, si bien que l’on tcrit 
v = 1 L(wi)ri 
iEI 
oti Z est un ensemble fini d’indices, les wi Ctant dans Cr( W, d2) et les ri 
dans @(G, H, U),. Mais ZT’(G, H, U), es1 contenu dans Cm(G, H, U) 
(on se referera a I’expose de P. Cartier [6] pour les proprietes des 
vecteurs indefiniment differentiables dune representation induite). Soit 
f E Cm(G/H, C) telle que: 
SUPP(fo PI = w* K Vge WV, f(gH)= 1. 
On pose alors si( g) = f (g) ri( g) pour g E G, et l’on forme 
u(J = c L(Wi)Si. 
iEI 
Cette construction permet d’avoir si et v. dans C,9”(G, H, U) avec 
SUPP(Vo) = va et Vge V, uo( 8) = 4 g). 
Entin, on considere les fonctions /iw, donntes par 
tAwi)( g) = n(g) wi( g), g E G. 
D’aprbs la partie (i) de la proposition, nous pouvons trouver des ui dans 
H;“( V,, H, U) satisfaisant l’egalite Pui = si. Soit u;(g) = f (g) ui( g), g E G. 
Alors la restriction de a,! a WV co’incides avec ui en tant qu’elCmen1 de 
H-“( WV, H, U). Soit u E C,“(G, H, U) defmie par 
u= c L(Aw,) u;. 
isl 
La restriction de u a V sera la solution differentiable cherchee de l’equation 
Pu = u. Pour Ctablir cela. nous aurons besoin du lemme suivant: 
(4.12) LEMME. Soient UE H-“(V, H, U), WeCp(G,@), PeDiff(G, H, U)“. 
Alors 
PL(Aw)u = L(w) Pu. 
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Avant de dkmontrer et de prkciser le sens de ce lemme, montrons com- 
ment il permet de conclure; pour cela, on forme 
PU= C PL(AWi)U~= C L(Wi) PUj* iEI iel 
Puisque les restrictions des Pu: coikcident avec les si sur WV et que le 
support des wi est contenu dans W, on a bien l’kgalitk de Pu et de v dans 
Ca( V, H, U). 
DCmontrons maintenant le lemme (4.12): soit u E H-“( V, H, U). On 
associe g u une forme antilinkaire sur Cy( V, H, U) continue pour la 
topologie de la norme (1 1) G,s. Identifions CT( V, H, U) au sous-espace de 
C,“(G, H, U) formt: des fonctions g support compact modulo H contenu 
dans V. On d&it L(/iw)u par son action sur t E CpO( V, H, U): 
W(~w)u, f)G = j, Nx) w(x)(u, ~W1)OG dm,(x) 
= u, 
( 1 
J(x) W(x) L(x-‘)t dm,(x) . 
G ) G 
De fagon analogue, on a appelk PL(Aw)u la forme lintaire 
(PL(Aw)u, t)G = (L(Aw)u, P*t)G 
= u, 
( j 
L?(x) W(x) L(x-‘) P*t &l,(x) . 
G G 
Mais on a ttabli en (2.21) 1’CgalitC 
L(x-‘)P* =2(x-‘) p*Jqx-1). 
(PL(h)u, t)G = u, 
( j 
2(x) W(x) A(x- ‘) p*lqx- ‘)t dm,(x) 
G G 
= w(x)(u, P*L(x-‘)t), dm,(x) 
= s w(x)(& L(x-‘)t), dt??,(x) G 
= cLtw) pu, f)G, 
c’est-h-dire la formule du lemme. 
Maintenant, soit q E N un entier. Pour montrer qu’il existe un entier r tel 
que l’tquation Pu = v avec v E C:( V, H, U) admette une solution u dans 
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W( V, I& U), nous utilisons un argument que nous a indique M. Duflo. On 
identifie d’une part l’ensemble des fonctions w dttinies sur G a valeurs com- 
plexes avec l’ensemble des mesures w dm, de densite w par rapport a la 
mesure de Haar dm, de reference, d’autre part l’ensemble des distributions 
sur G a support I’origine avec %(csi)@. On note * la convolution sur G. 
Etant donne un voisinage W de I’tlement neutre de G, il existe un element 
A de a(O) et des fonctions w, EC:+~(G, C), WOE C,?(G, C) de support 
contenu dans W tels que wI * A + w2 = 6 (6 dtsignant la mesure de Dirac 
en lG). Soit IAl le degre de A. On pose r = s + (Al. Alors, pour 
UEC(V, H, U), on a 
u = L(w,) L(A)u + L(w,)u 
ou encore v = L(w,)ul + L(w,)u, avec u, et v2 dans c( V, H, U). Comme 
dans le cas C”. on recherche u sous la forme 
u = L(Aw,)u, + L(Aw,)u,, 
oti Pu, = II,, Pu, = v2, avec U, et u2 dans H-“(G, H, U). Les operateurs 
L(/iw,) sont rtgularisant au moins q + s fois, et le but cherche est atteint. 
Nous donnons maintenant en tenant compte du lemme (4.11) une autre 
formulation de la proposition (4.10). 
(4.13) THBOR~ME. Soient G, H, U, G’ donnes comme en (4.10). Soit P un 
element non nul de Diff(G, H, U)” semi-invariant a gauche tel que A,(P) soit 
commutative, et soit Q I’operateur associe. Alors, la resolubilitk locale 
(respectivement semi-globale) de Q dans Cm(G’, H, U) entraine la 
resolubilite locale (respectivement semi-globale) de P darts C”(G, H, U). 
(4.14) Convention. Lorsque nous parlons de resolubilite semi-globale 
dans C”(G, H, U), cela signitie que I’ouvert V consider% en (2.23) se 
projette en un ouvert relativement compact de G/H. 
5. APPLICATION AUX OP~RATEURS SEMI-INVARIANTS AGISSANT 
DANS L'ESPACE D'UNE REPRbSENTATION INDIJITE 
Nous gtneralisons dans cette partie la situation d&rite dans la 
proposition (4.10). 
DEFINITION. Soit (si une algebre de Lie reelle, 6, une sous-alglbre de 
Lie de 6. Le couple (6, 6,) est dit resoluble s’il existe une suite (Qk), 
l<k<q, avec q>2, 
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telle que pour tout k = 1,2,..., q - 1, gk + I soit un ideal de codimension 1 
de (fi,. On dira alors que la suite (6,) relie 6, a 6. 
Remarque. Si 8 est nilpotente, tout couple (8, 8,), 6 # 6,, est 
resoluble (on se refer-era u livre de G. Hochschild [23] pour les questions 
relatives a la structure des algebres de Lie). Si 8 est resoluble, un couple 
(6,~~) est resoluble pour tout ideal propre 6, de 6, mais ceci nest plus 
necessairement vrai pour une sous-algtbre 8, quelconque. Ainsi, si 
8=lRX,@[wX, avec [X,, X,] = X,, 
le couple (6, 6J od O2 = RX, nest pas resoluble. 
Comme dans les paragraphes precedents, on tixe un groupe G de Lie 
connexe et simplement connexe d’algebre de Lie 6, un sous-groupe ferme 
H de G (non necessairement connexe), une representation U unitaire con- 
tinue de H dans un espace de Hilbert separable E. On suppose que H est 
contenu dans un sous-groupe ferme connexe G, de G d’algebre de Lie 
6, telle que le couple (6, 6,) soit resoluble. On adopte les notations 
suivantes; soit ( (tjk, 1 <k 6 q) une suite reliant Q, a 6; dans chaque 
csj,, 1 < k < q - 1, on choisit un Clement X, de sorte que 
On designe par Gk, 1~ k < q, le sous-groupe connexe de G d’algebre de Lie 
(~5~. Ce sont des sous-groupes fermes et simplement connexe de G. On 
forme les representations Lk et Rk de G, dans C”(Gk, H, U), ainsi que les 
representations associees de %(Qt ) dans Cm( V,, H, U) oh V, est un 
ouvert de Gk. 
(5.2) Precisons encore quelques notations; soient V, un ouvert de G, 
sature sous H et a > 0 un nombre reel. Pour k = 1,2,..., q - 1, on construit 
l’ouvert sature sous H de G,: 
Maintenant, si S, est une variete et si i, est une application de S,, dans G,, 
on detinit la variett Sk,, = ] -a, a[“-” x S, et une application i, de Sk;a 
dans Gk en posant 
= fexp tkXk)(exp tk + 1 xk + 1). ‘. (exp tq- 1 xq - 1) i&,). 
Si (V,, S,, iy) est acceptable (au sens (2.5)), alors (v,+, Sk+, ik) I’est 
Cgalement. On refait a chacun des niveaux (Gk, Gk + , ) les contructions 
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faites aux paragraphes precedents. Ainsi, on note ak la derivation de 
Diff(G,, H, V) associee a X,, qk l’homomorphisme de Diff(G,, H, U) n 
ker( a,) dans Diff( Gk + , , H, U) obtenu en remplacant dans (4.2) les groupes 
G et G’ par les groupes Gk et Gk + r . Avec les notations de la section 4 et en 
posant 8,=0, 02=t5’, on obtient a=a,, ?=‘I~. Si 1 est une forme 
lineaire sur 8c’, on note 1, la restriction de 3, a 0:. 
Soit PE Diff(G, H, U) un operateur non nul. On pose P, = P et on 
dtfinit par recurrence la suite (Pk, 1 < k < q) comme suit: si 
P, E Diff( G,, H, U), Pk + 1 E Diff(G, + , , H, U) est defini par l’egalite 
P,, , = qkoajl)(Pk) ou m est ie degre partiel de Pk en X, (cf. (3.6): 
ar(pk) # 0, ai? + ’ (Pk) = 0). Lorsque H= G,, on note plutot P, = P,. On 
verifie aisement que si P est semi-invariant a gauche de poids L, alors P, est 
semi-invariant a gauche de poids &. 
(5.3) On nomme A(Pk, 1 6 k d q) le produit direct des algebres Aok 
(nous nous inttresserons a la commutativite de cette algebre). 
Pour illustrer la situation, considtrons le cas particulier oti H= Gz, 
G = G, . Soit P E Diff( G, H, U), P # 0, un operateur semi-invariant a gauche 
avec 5 c ker(l). Soit m le degre partiel de P en X, et Q = a?(P). Avec les 
notations dtfinies ci-dessus, on a P2 = P, = q,(Q) et cet operateur est 
invariant a gauche par H (car 1, = 0). Soit f o C,“(G, H, U), on a: 
= s Mexp-WI* II(PHfex,~tx)(~)l12E~~ d’apres (4.4). Ia 
Si P,=&,, ajJL,(P;)@R2(P~) oti (Pi, P;)E%(&)” x q(b)” et u,~E 
COEF( G), on obtient en remarquant que feXp _ ,,(h) = U- ‘(h) .feXp _ ,,J 1 “), 
Ainsi, PH s’identifie a l’opitrateur &jj u,,~U(P~), U-‘(Py) qui agit sur les 
vecteurs differentiables de E. 
Rappelons que l’on a note E, l’ensemble des vecteurs -fois differentiables 
pour U, que cet espace est muni dune norme /I IIE,s et que par definition, 
on a H;( H, H, U) = E, = C’( H, H, U). 
(5.4) TH~OR~ME. Soient G un groupe de Lie connexe et simplement con- 
nexe, H un sow-groupe fermP de G, U une reprhentation unitaire continue 
de H dans un espace de Hilbert E s&parable, G, un sow-groupe fermi de G, 
connexe, contenant H, et tel que le couple (0, 04) soit rboluble. Soit (0,, 
1 <k < q) une suite reliant 0, ci 0 et soit P E Diff(G, H, U)” un ophateur 
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non nul semi-invariant a gauche de poids 1. On suppose que A(P,, 16 k < q) 
est commutative, (notation (5.3)), et qu’il existe un ouvert V, de G, sature 
sous H, une constante c > 0 et s’ E N un entier tels que P, vertjie la condition: 
VUE CW,, H, U), IIUIIG,~C IIQ41Gq,s’; 
alors, pour tout ouvert V, contenu dans V,,, (notation (5.2) ou a>0 est 
arbitrairement jixk), et relativement compact modulo H dans I/,,,: 
(i) I1 existe sE N tel que l’equation 
Pu=v, v E C;.( V, H, U) 
admette une solution u dans H-“( V, H, U). 
(ii) L’equation 
Pu=v, VEC:(V, H, U) 
admet une solution dans Coo( V, H, U). De plus, si n E N est don&, il existe 
r E N tel que l’equation avec v dans c.( V, H, U) admette une solution dam 
H”( V, H, U). 
(5.5) Remarques. (a) Lorsque H= G,, l’inegalitt (5.4) prend la forme: 
VUEE, Il4lEbC IIpH41E,s’, 
ou E est l’espace de la representation U de H. Supposons U irreductible et 
Hc ker A; alors, P, est un operateur scalaire et les hypotheses du 
thtoreme sont automatiquement verifiees. Le cas H = { 1 o}, U= Id,, 
correspond a la situation Ctudite par M. Rais [34] puis D. Wigner [44] si 
G est nilpotent, et a une situation Ctudiee par F. Rouviere [41] et 
W. Chang [7] si G est resoluble. 
(b) Si une intgaliti de la forme (5.4) est veritiee sur tout ouvert V, de 
G, relativement compact modulo H, les proprietes de resolubilite de P sont 
semi-globales. 
Demonstration du theoreme (5.4). Nous utilisons une recurrence sur 
l’entier k = q, q - 1, . . . . 1 pour Ctablir une inegalite (INEG,) de la forme: 
(INEG,) Vu E C,““( V,c,a, ff, u), II4 Gt s ck ilPkuii Gn,sk. 
Pour k= q, c’est l’hypothbse du thtoreme. Supposons Ctablie l’inegalite 
(INEG, + 1). Si l’on remplace les lettres G par Gk et G’ par Gk + , , on se 
trouve dans la situation du lemme (4.5). L’inCgalitC (4.7) s’tcrit alors sous 
la forme (INEGk). Maintenant pour k = 2, on obtient l’hypothese de la 
proposition (4.10), ce qui permet de conclure. 
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Nous decrivons maintenant quelques situations auquelles s’applique le 
thtoreme (5.4). 
(5.6) COROLLAIRE. Soient G un groupe de Lie connexe et simplement 
connexe, et H un sous-groupe connexe ferme de G tels que le couple (8, !Fj) 
soit resoluble. Soient U une representation unitaire irreductible de H, et 
Ib E (Oc)*, avec A($) = 0. Soit (6,, 16 k < q) ou 8, = $ une suite reliant !?J 
a 6, et soit P # 0, P E Diff(G, H, U)‘., un operateur tel que A(P,, 1 <k < q) 
soit commutative (cette hypothese est vertfiee si l’on choisit par exemple P 
dans L(%(B)“)“). Alors, pour tout ouvert V de G relativement compact 
modulo H, l’equation 
Pu=v, VEC~D(V, H, U), 
admet une solution u dans Cou( V, H, U). 
Une forme particuliere de cet enonce est le 
(5.7) COROLLAIRE. Soient G un groupe de Lie nilpotent connexe et 
simplement connexe, H un sous groupe fermi connexe de G. Soit U une 
representation unitaire irreductible de H. Tout operateur dlfferentiel non nul 
P provenant de 42(S)” par l’action L et invariant a gauche est semi- 
globalement resoluble dans C”(G, H, U). 
Remarque. 11 rtsulte de (2.8) que sous les hypotheses des corollaires 
(5.6) et (5.7), la fonction A,,, vaut identiquement 1. Lorsque U est la 
representation triviale de H, on obtient done la rtsolubilite semi-globale 
des optrateurs differentiels emi-invariants a gauche non nuls provenant de 
a(@“) par differentiation de l’action L de G sur l’espace homogene G/H. 
Malheureusement, tous les optrateurs differentiels emi-invariants sur un 
espace homogene ne s’obtiennent pas ainsi en general. 
Pour deduire (5.6) et (5.7) du thboreme (5.4), nous considerons une suite 
((5,, 1 <k < q) et formons (cf. (5.3)) la suite (Pk) associke a P. La com- 
mutativite de A(Pk, 1 <k 6 q) a ete supposee par hypothbe en (5.6), et 
provient en (5.7) de la remarque faite en (2.20), compte tenu de la stabilite 
par ak des algebres L(Q((lij?))“’ qui resulte de (3.5). L’opkrateur P, = P, 
est alors semi-invariant de poids A, = 0 (on a suppose A(fi) =O). Comme 
nous l’avons vu au debut de ce paragraphe, P, est dans l’image par U de 
%(b”). Puisque P, commute a H et que U est irreductible, c’est un 
optrateur scalaire, non nul par construction. D’aprb la remarque (5.5), 
l’intgalitt en (5.4) est alors immediate, d’od le resultat. 
(5.8) COROLLAIRE. Soit G un groupe de Lie. On note %2 le semi-centre de 
Q(6”) (l’algebre engendrte par tous les elements semi-invariants de 42(S)c). 
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Soit AE (6”)* et P un Plkment non nul de L(%?‘)@ R(W). L’equation 
dlffhentielle 
Pu=v, VE C”(G, C) 
est localement rPsoluble dans C”(G, @). 
Demonstration. Ce resultat est dQ a M. Duflo [ 151 lorsque P provient 
du centre de %!(6)” et c’est d’ailleurs notre point de depart. R. Rentschler 
et M. Vergne [3.5] ont montre que le semi-centre de @(Se) est contenu 
dans le centre de la sous-algebre g(R) ou si est l’intersection des noyaux 
des formes lineaires distingdes ;1 E ((sic)* (une forme lintaire 1 est dis- 
tinguee si Q(6”)” #O). On peut supposer G connexe et simplement con- 
nexe (puisque notre point de vue est local). La sous-algebre 6, = ($5 n R est 
un ideal de 6 contenant l’algebre d&iv&e [cti, (t;] de 6 car une forme 
lintaire distingute est un homomorphisme d’algebre de Lie de (tic dans @. 
Le couple (8,s) est done resoluble et toute suite (Qk, 1 Q k < q) de sous- 
espaces vectoriels telle que 8, = R, 8, = 6, oh 6, + r est de codimension 1 
dans 6, relie A a 6 au sens de la definition (5.1). Nous appliquerons (5.4) 
en prenant H= {lG}, U=Id,. La commutativite de A(P,, 1 <k<q) a 
bien lieu car P est deja un element de L@ R(%(B:)@‘) qui commute a 
tout %(8,@). L’operateur & = P, est done un opirateur differentiel bi- 
invariant sur le groupe de Lie K = G, d’algbbre de Lie R. La majoration 
(5.4) s’etablit comme suit: 
(5.9) LEMME. I1 existe un voisinage ouvert V, de 1, dam K, une con- 
stante c > 0 et un entier k E N tels que: 
D’apres M. Duflo, on peut choisir un voisinage V de 1, sur lequel Q 
admet une solution elementaire T: T * Q = 6. Soit cp E CF( V, C) une 
fonction qui vaut 1 au voisinage de 1 K. On peut trouver un voisinage V,, de 
1 K tel hue 
Soit u E C,“( V,, a=) c C,“(K, @). Alors 
On a alors les inegalites: 
Ilull,v< IIu,IlK= Il(cpT) * Q * ullw 
%0/75/2-3 
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Mais 
Il(cpT) * Q * ullK<c IIQ * ~llK,k, oti keN, 
cette inegalitt exprimant la continuite de la convolution par la distribution 
a support compact (cp T). On a bien l’inegalite cherchee. 
6. APPLICATION AUX ESPACES HOMOG&NES ET SYMI~TRIQIJES 
Nous supposons maintenant que la representation unitaire U de H est de 
dimension 1. Remarquons que si 0 est un caractere de H (non 
necessairement unitaire) qui s’etend en un caractere a de G, l’application 
f-+ C”(G H, VI, oh V=UQO, (6.1) 
definie par 
m = Wx) f(x) 
est bijective, et l’on a les Cgalitts: 
GX)S(x)= (W~),=o.7((exp- Wx) 
= C(Jw) + w3u-1- (XI 
oh I’on a note 
zi(X)= (d/dt),=,U(exp LX); 
et 
Alors, si P E Diff(G, H, U)” est semi-invariant g gauche de poids 1, 
l’operateur P E Diff(G, H, V) qui lui est associe est aussi semi-invariant a 
gauche de poids 1. Un rksultat itablissant la rkolubilitk locale, semi- 
globale, ou globale dans P(G, H, U) pour une classe d’opkrateurs emi- 
invariants se transpose en un resultat analogue dans C*(G, H, V). Les 
techniques mises en Deuvre dans ce qui suit seront done utilisables pour 
tous les tibres (G, H, V) ainsi dtduits du tibre unitaire (G, H, Id,) et en 
particulier pour G/H lorsque l’on peut Ctendre A,,, en un caracttre de G. 
Notons que l’on peut transporter par l’application f +y les mesures 
relativement invariantes ou les formes drn.,,/, et nous supposerons 
implicitement que des choix cohkrents ont ete faits lorsque nous con- 
sidtrerons simultankment dans ce qui suit des fib&s (G, H, U) et (G, H, V) 
ainsi que des normes sur les espaces de sections associes. 
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Now avons suppose dans les paragraphes precedents que l’algebre de 
Lie $ Ctait contenue dans une sous-algebre 6, telle que le couple (6, 8,) 
soit resoluble mais cette hypothbse nest pas toujours vtritiee. Supposons 
d’abord que l’algebre de Lie oi ne soit pas tgale a son algebre de Lie 
d&vie 6(l) = [cti, S]. Pour tout sous-espace 6, contenant 6(I) et distinct 
de 6, le couple (6, ‘tig) est resoluble et si sj est contenue dans Q4, on peut 
tenter d’utiliser les methodes developpees dans les paragraphes precedents. 
Atin d’examiner le cas contraire, fixons quelques notations; posons 
@j(O) LYE (yj 5 ew+ 1) = [(p’, Q’k’], kEN. 
Soit Gck) le sous groupe ferme connexe d’algbbre de Lie Q@) du groupe de 
Lie (connexe et simplement connexe) G. On dtfinit alors 
jjw = sj n @j(k) 3 H(k) = Hn G(k) > iP’ = u 1 H,k,. 
Les suites 6@’ et 5(k) sont stationnaires et on note respectivement Gi’“) et 
8’“’ leurs limites. 
(6.2) LEMME. Soient G un groupe de Lie connexe et simplement connexe, 
H un sowgroupe fermi de G qui n’est pas contenu duns G(l) et tel que 
H/H’“) soit connexe. I1 existe alors une sous-algebre 8 - de (5 et un sous- 
espace vectoriel sj + de 9~ non rtduit a (0) tels que 
@Cl’ 
cw, jj=Sj3”‘@jj+, O=W@$‘. 
Soit G- le sous-groupe fermd connexe d’algtbre de Lie 8 -. Alors, tout 
element x de G s’ecrit de man&e unique sous la forme 
x=x-h+, avec x- E G-, h+ Eexp(!+j+). 
(6.3) Demonstration. Puisque sj nest pas contenue dans @5(l), il existe 
un sous-espace vectoriel sj+ de fj non reduit a (0) tel que 
!fj=!$“@sj+. 
Soit R un supplementaire de 6(l) + !$ dans 8. On pose alors 
W = 8(“0 R. Comme tout sous-espace vectoriel de 6 contenant O(‘) est 
un ideal de 6 (et a fortiori une sous-algbbre), il en est ainsi pour 6-. Les 
conditions annoncees ont bien satisfaites par W et $+. 
Le sous-groupe connexe G- de G d’algebre de Lie 8 - est ferme dans G 
et simplement connexe; en effet, on peut construire le groupe de Lie con- 
nexe et simplement connexe G en partant de G- et en formant suc- 
cessivement des produits semi-directs de groupes vectoriels par des groupes 
de Lie simplement connexes (cf. [23]). Notons que la connexite de H/H(“) 
entraine la connexite de HG(‘)/G(‘). 
244 Gi?RARD LION 
Considerons maintenant l’application F de G - x exp($j + ) dans G qui 
envoie (X-,/Z+) sur x-h+. Elle est injective car l’egalite F(x -, h + ) = 
F(x;, h: ) entraine l’egalite de h + et de h[ (on projette cette Cgalite sur tous 
les groupes quotients G/L ou L dtcrit les sous-groupes connexes de G de 
codimension 1 qui contiennent GP ); on en deduit l’egalite de x- et de x; . 
D’autre part, F est surjective: pour voir cela, il suflit de remarquer que son 
image est un groupe, ou encore que pour tout (T,, T,) E 9’ x 9 +, 
(exp T,)(exp T,) est congru modulo G- a exp( T, + T2), ce dernier point 
etant clair car G/G - est un groupe vectoriel. Ceci acheve la demonstration 
du lemme. 
Considtrons la situation du lemme (6.2); comme H(l) est distingue dans 
H et que GP est distingue dans G, on dtduit de (2.8) l’egalite Vhe H(l), 
A w~,e(h) = A,,(h). 0 n detinit alors une application f-f - de 
C”(G, H, U) dans C”(G-, H (l) U”‘) en posant f- =flcm. Cette , 
application est bijective et commute a l’action a gauche de G-. Si 
P E Diff(G, H, U)“, il lui correspond done par transport un opkrateur P- 
de Diff(G-, H(l), U”‘)“p oh A- =ll@-, et les equations differentielles 
Pu=v,vEC~(G, H, U), p--u- = VP, ~ v E C=(G-, H(l), U”‘) 
sont Cquivalentes. Remarquons que les espaces homogtnes G/H et G-/H”’ 
sont diffeomorphes et que l’optration de restriction f-f - permet de 
transporter les formes et mesures relativement invariantes ainsi que les nor- 
mes associees ur les espaces de sections. Nous supposons implicitement 
que de tels choix adapt& ont et6 faits dans ce qui suit. Alors, si Pp verifie 
une intgalitt de la forme (4.7), P verilie une inegalite semblable. 
La situation est toutefois a priori plus simple puisque la dimension du 
groupe considert a diminue. Si W est distinct de O(I), le couple 
(W, @(“) est resoluble et comme H(l) est contenu dans G(l), les construc- 
tions faites dans les paragraphes precedents ’appliquent Cventuellement. 11 
en est de m&me lorsque H(l) est contenu dans un sous groupe connexe 
ferme distingut de G (I) de codimension 1. Sinon, on peut reiterer la con- 
struction qui a permis de passer de G a G-, du moins si O(‘) est distinct de 
Q(*). Notons qu’il se peut qu’a partir dun certain entier k les groupes Gck’ 
et Htk’ coincident. 
Considerons le cas oi W est distinct de O(i), choisissons une suite 
reliant 8 - a O(’ ) comme en (5.2) ainsi que des derivations associees ai. 
Soit PE Diff(G, H, U)” donnt et P- ~Diff(G-, H(l), U(l))i- l’opkateur 
correspondant. Comme en (5.3), on forme par action des derivations ai une 
suite P;, P,,... d’operateurs emi-invariants a gauche non nuls et on note 
P(l) l’operateur de Diff(G (I), UC’)) obtenu linalement. 
(6.4) Lorqu’on it&e ces processus (passage de Gck) a Gck)- et 
derivations), on note Pck) l’operateur (invariant a gauche) de 
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Diff(Gck’, Hck), Uck’) obtenu, P (O”) le dernier d’entre eux. Dans ce qui suit, 
on convient (pour fixer les idtes) partant d’un opirateur Ptk), d’effectuer 
d’abord une reduction du type “passage de Pck’ a Pck)-, puis par 
derivation, de former la suite Pik)-, Pbk’-, . . . . Pck+‘). On note alors 
A(P, PC’), . ..) Pcoo’) le produit direct des algebres A(Pik)-, Pi”)-, . . . . Pck+‘)) 
qui interviennent dans la formation de Pta;) (on s’inttresse a la com- 
mutativitt de cette algbbre). 
A chaque Ctape, de nombreux choix menant parfois a des suites tres dif- 
ferentes d’optrateurs sont possibles. Par la suite, nous supposons effectuts 
de tels choix. Notons Cgalement que si G/H est un espace symetrique, on 
peut effectuer ces choix de sorte que les espaces homogenes intermediaires 
consideres oient encore symetriques, et on supposera qu’il en est bien ainsi 
dans ce qui suit. 
Remarquons que ,I annule 8 (I) (I est un homomorphisme d’algebre de 
Lie), et que Pcmo, est invariant a gauche si P est semi-invariant a gauche. 
Dans le mCme ordre d’idee, notons encore que si i(sj) = 0, alors l’optrateur 
/iP~Diff(G, H, U) donnt par (AP)f(x)= n(x) Pf(x) est invariant a 
gauche. Maintenant, si Iz n’annule pas 9, 1 annule $“‘; on peut former 
l’operateur A-P- od n ~ dtsigne la restriction a G- de ,4; ce dernier 
operateur est invariant a gauche. Cette remarque nous permet de carac- 
teriser les operateurs semi-invariants a gauche sur un espace symttrique. 
(6.5) LEMME. Soient G un groupe de Lie connexe et simplement connexe, 
H un sow-groupe fermi de G tel que H/H’“’ soit connexe, U un caractere 
unitaire de H et A un element de (8”)*. Soit P un operateur semi-invariant a 
gauche non nul; on associe comme en (6.4) a ces don&es une suite 
d’operateurs et on suppose A(P, P(l), . . . . Pcm’) commutative. Soit V” un 
voisinage ouvert de l’tlement neutre de Gcrnj sature a droite sous H’“‘, c’ > 0 
une constante, et s’E N un entier un entier. On suppose que: 
Vu E Cp( V”, H’“‘, U’“‘), llUllG(=)<C’ Ilp(%I,G~~,& 
Alors, ii existe un ouvert V sature h droite sous H, une constante c > 0 et un 
entier SE N tels que 
VUEC~O(V, H, U), IbllGd IlpuIIG,s- 
De plus, si pour tout ouvert sature V” relativement compact modulo H(“), il 
existe c’ > 0 et s’ E N permettant de satisfaire la premiere inegalitd, alors, une 
inegalite analogue h la seconde est satisfaite sur tout ouvert V de G 
relativement compact modulo H. 
Ce lemme est evident si l’on remarque que, avec ies notations prtdden- 
tes, on a, pour une normalisation correcte des mesures considerees: 
ilPullG = iIp-u- l/G- 7 VUE C:( V, H, U) 
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ainsi que des Cgalites semblables a chaque ttape de la formation de P(O”) 
faisant intervenir une reduction du type u + ZC. On passe alors de la 
premiere inegalitt a la seconde en it&ant, comme dans la demonstration du 
theoreme (5.4), le lemme (4.5). L’ouvert V se construit comme suit: 
supposons acquise une inegalitt de la forme: 
od Vk est un ouvert non vide de GCk) invariant a droite sous HCk). On en 
deduit a l’aide du lemme (4.5) une nouvelle intgalite: 
est un ouvert de GCk-‘)--, et ou (X,, . . . . X,) est une base d’un sous- 
espace supplementaire de OCk’ dans (IjCk-‘)-, a designant une constante 
strictement positive. On en deduit une intgalite semblable dans 
c,“(vk-1, #k-l’, u(W) en dtfinissant Vk - ’ = VE- ’ . HCk - I). On trans- 
Porte ainsi ces inegalites de G’“’ a G. 
Une consequence de ce lemme est le rtsultat suivant qui decoule de 
(4.11). 
(6.6) THBOR&E. Soit G un groupe de Lie connexe et simplement con- 
nexe, H un sous-groupe ferme de G tel que HJ(H n G’“‘) soit connexe; soit 
U un caractkre unitaire de H, P un element non nul semi-invariant a gauche 
de Diff(G, H, U); soit P, P(l), . . . . P(O”’ une suite associee comme en (6.4) a ces 
don&es. On suppose commutative I’algebre A(P, P(l), . . . . Pcm)). 
Alors la resolubilite locale (respectivement globale) de Pcrn’ dans 
C”(G’“‘, H(a), U’“‘) entrame la resolubilite locale (respectivement semi- 
globale) de P dans C*( G, H, U). 
(6.7) COROLLAIRE. Soient G, H, U comme duns l’enonct (6.6). Soit 
PE L(4(Qc))* un operateur non nul semi-invariant a gauche provenant de 
@(B”) par dtfferentiation de L. Si les operateurs dtffirentiels non nuls 
invariants a gauche provenant de l’action a gauche de %(@(O”“) sur 
C”(G’“‘, H’“o’, U’“‘) sont localement (respectivement semi-globalement) 
&solubles dans cet espace (ou du moins s’il en est ainsi pour un opkrateur 
Pcm) associk ci P), alors P est localement (respectivement semi-globalement) 
resoluble dans Cm(G. H. U). 
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Demonstration. Pour Ctablir (6.7) a partir de (6.6), nous devons verifier 
la commutativite de A(P, P(i), . . . . Pm)). Nous savons deja (voir (2.20)) que 
L(Q(Oc))” entiere est abklienne et que cette algebre est stable par 
derivation (formule (3.5)). Maintenant, nous montrons que si 
PE L(%((li)c)“, alors, P- E L(Q(W)“)“-. Si PE L(92(B)c)“, il existe 
FE e(B)” tel que P= L(a). Notons LG(p) l’opkrateur differientiel G- 
invariant a droite sur G associe a P; cet operateur prolonge P B C”(G, Cc). 
Tout element g E G s’ecrit de man&e unique g = g’h avec g’ E G-, 
h l exp($+) = H+. Ceci permet de dtfinir le sous espace de C”(G, C): 
C”(G-, U’) 
= (f~ C”(G, C),f( g’h) = dx;Jh) U-‘(h)f( g’), (g’, h) E G- x H+ }. 
Remarquons que C”(G-, H+) contient C”(G, H, U). D’autre part, 
l’operation de restriction a G- induit un isomorphisme: 
Cm(G-, H+) XY C”(G-, C), et l’on dtfinit un operateur differentiel Po- 
agissant sur Cm(G-, C) en posant: (PC -f)( g’) = (Lo(p)f’)( g’) si 
f’ E CcU(G-, H+), f’ IGm =J I1 est clair que Po- prolonge a Cm(G-, C) 
l’optrateur P-. De plus, Po- est invariant par les translations a droite par 
G-, et il existe done p- dans %(W)c tel que Po- = Log. Ceci mon- 
tre que P- est dans L(B(W)“). Comme il est evident par construction 
que P-est semi-invariant a gauche de poids 1- = II 1 S ~, on a bien montre 
que dans une reduction du type (G, H, U) -+ (G -, H(l), U(l)), il correspond 
a PEL(!&(CS)~)” un element P- de L(%(W)c)“- qui, bien stir, n’est nul 
que si P lui-mCme est nul. 
(6.8) COROLLAIRE. Soient G un groupe de Lie resoluble connexe et sim- 
plement connexe, H un sous-groupe ferme connexe de G, U un caractere 
unitaire de H, 0 un caractere (non necessairement unitaire) de H qui Y&end 
en un caractere 8 de G; soit V = U 0 u. Tout operateur semi-invariant a 
gauche non nul provenant de @(B”) par dtfferentiation de I’action L est 
semi-globalement resoluble dans C”(G, H, V). 
En particulier, tout operateur dfferentiel non nul semi-invariant a gauche 
sous l’action naturelle de G sur G/H et provenant de %!((ti)@ par dtfferen- 
tiation de cette action est semi-globalement resoluble dans C”(GIH, 62). 
Montrons comment deduire le corollaire (6.8) a partir de (6.7). Lorsque 
0 = Idc, l’opkateur Pcrn) associe a P en (6.4) est un scalaire non nul: en 
effet, a partir d’un certain entier k, on a l’egalite des Gck) et des H(“), et les 
espaces C”(Gck), Hck), Uck)) sont des espaces vectoriels de dimension 1 ou 
les Pck) operent scalairement. La rtsolubilite de Pcrn) est alors immediate. 
On a vu d’autre part au debut de ce paragraphe que l’etude des 
opkateurs agissant dans C”(G, H, V) Ctait tquivalente a celle des 
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opkateurs agissant dans C”(G, H, U) lorsque V = UQ 0 oh B est un 
caractere de H qui s’etend en un caractke de G. Enfin, d’apres une remar- 
que de Y. Benoist que nous remercions ici, le cas de l’espace homogene 
G/H qui correspond a o= AzfG est un cas particulier du precedent: pour 
montrer cela, nous devons verifier que A,,, s’etend en un caractere de G, 
ou encore que sa differentielle 6H,G peut &tre prolong&e en un 
homomorphisme d’algebre de Lie. Or, une forme 6 qui prolonge 6,,, sera 
un homomorphisme si et seulement si elle s’annule sur (Ij(‘) = [O, 01. Mais 
6,,(X) = tr,(ad X) - tr,(ad X), xesj. (6.9) 
Pour XE (li’i’n 9, ad X est nilpotent, si bien que 6,,(X) = 0. On peut 
done prolonger 6,,, en une forme nulle sur (tic”, d’ou le rbultat. 
Cas des espaces symttriques. Nous supposons maintenant que G/H est 
un espace symetrique: il existe un automorphisme d’ordre 2 de ($5 (et de G) 
dont l’ensemble des vecteurs propres de valeur propre 1 est l’algebre de Lie 
$ de H. Soit 0 un caractere (non necessairement unitaire) de H. La struc- 
ture de l’algebre Diff(G, H, B) qui agit sur les sections du libre (G, H, 0) de 
base G/H associe a la representation de dimension un x = 00 A,g2 de H a 
Ctt etudite par A. Lichnerowicz [28], S. Helgason [21,22], et M. Duflo 
[16] (cette liste d’auteurs ne veut pas &tre exhaustive). Elle admet la 
description suivante: soit %(@5c)e le cornmutant de .sj dans %(Q”); on note 
encore 1 la differentielle de x et fix l’image de $j par l’application 
X + X + x(X). Alors, la representation R permet d’identifier Diff(G, H, 0) 
et le quotient @((sic)!3j/&((tic)5 n %!(@c)$jX. Si I’on suppose que 0 peut 
&tre Ctendu en un caracdre de G, cette algbbre est commutative [163. I1 en 
resulte lorsque $ est contenue dans un ideal 8’ de (fi de codimension 1, 
situation a laquelle est associee une derivation i3, que la sous-algibre A,(P) 
est commutative. Ceci s’appliquera en particulier au cas ou 19 = idc ainsi 
qu’aux espaces symetriques G/H qui admettent une mesure relativement 
invariante non nulle (le caractere A,,, I/* de H $&end a G). Remarquons que 
les espaces G(k)/H(k) sont eux-mCmes des espaces symetriques qui admet- 
tent une mesure relativement invariante non nulle; en effet, d’aprb (2.8), 
A H,G et AH(QW coincident sur Hck). 
(6.10) TH~OR~ME. Soient G un groupe de Lie connexe et simplement con- 
nexe, H un sowgroupe fermi de G dont l’algebre de Lie & est l’ensemble des 
points fixes dun automorphisme d’ordre 2 de (5. Soit P E Diff( G, H, Idc) un 
optrateur dtyferentiel semi-invariant a gauche non nul. Si P(O”’ est localement 
resoluble duns C”(G’“), H’“‘, U’“‘), alors P est localement resoluble duns 
Cm(G, H, U). De plus, si la resolubilite de PC”) est semi-globule et si H/H’“’ 
est connexe, la resolubilitk de P est semi-globule. 
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Remarque. Soit 0 la restriction a H dun caractere de G. Soit 
P E Diff(G, H, rf) un operateur semi-invariant non nul. En inversant la 
transformation (6.1), on lui associe P E Diff(G, H, Idc)‘, puis comme ci- 
dessus, 8(03) E Diff( G (O”), H’“), Id,)‘. Lorsque l’espace G(“)/H(OO) admet 
une mesure non nulle relativement invariante, on associe a B’O”’ par une 
transformation du type (6.1) un operateur differentiel P(03) sur G(O”) H’“’ I 
invariant a gauche sous G (ao). Les notions de rbsolubilite locale ou semi- 
globale restant inchangees par la transformation (6.1) on obtient alors 
(avec une formulation en termes d’intgalite pour tviter une trop grande 
monotonie): 
(6.11) COROLLAIRE. Soit GJH un espace symttrique admettant une 
mesure relativement invariante non nulle, P un operateur dtfferentiel non nul 
sur G/H semi-invariant a gauche sous G. Si une inegalite de la forme 
vu E C,“( V”, a=), llull~c~~~c IIP(m)ullGw~,s, avec sEN 
et ozi V” est un ouvert de G’“‘/H’“‘, est satisfaite, alors P est localement 
resoluble. Si HJH’“’ est connexe, G connexe et simplement connexe, et si une 
inegalite de la forme prtcedente est satisfaite sur tout ouvert relativement 
compact V” de G’“‘/H’“‘, la resolubilite de P est semi-globale. 
Demonstration du thtortme (6.10). Soit P un operateur non nul semi- 
invariant a gauche de poids A. 
Si I = 0, chacun des operateurs de la suite menant de P a Pcm) se trouve 
dans une algebre commutative d’opirateurs differentiels invariants sur un 
espace symetrique. Le rtsultat est alors une consequence du lemme (6.5) ou 
du theoreme (6.6). 
Lorsque A# 0, nous distinguons deux cas: 
(i) $3 c ker(l2). Alors, l’operateur AP est invariant a gauche, ce qui 
nous ram&e au cas precedent car les equations differentielles 
(PUNX) = v(x), u et v dans P(G, H, Id,) 
et 
A(x)(Pu)(x) = v(x) 
sont de mCme nature et ont les mCmes proprittts de resolubilitt. 
(ii) $j t ker(l). Comme nous l’avons indique au debut du 
paragraphe, l’etude de P se deduit de celle de A-P- qui est invariant a 
gauche par G- et agit sur P(G-, H(l), Id,). Nous sommes done main- 
tenant dans la situation (i), ce qui permet de conclure. 
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(6.12) COROLLAIRE. Soient G un groupe de Lie resoluble connexe, H un 
sow-groupe ferme de G dont I’algebre de Lie est l’ensemble des points fixes 
dun automorphisme d’ordre 2 de 6. Tout opkrateur dtj$rentiel non nul sur 
GfH semi-invariant a gauche est localement resoluble. Si G est simplement 
connexe et si H est connexe, la resolubilitt de ces operateurs est semi-globale. 
Y. Benoist [2] a Ctabli une formule de Plancherel pour l’espace symetri- 
que G/H lorsque G est nilpotent et obtient comme consequence la 
resolubilite dans ce contexte des operateurs que nous avons consider&s en 
(6.12). Lorsque G est resoluble exponentiel, F. Rouviere [42] montre 
l’existence globale d’une solution tltmentaire pour les operateurs differen- 
tiels invariants. 
EXEMPLES D'APPLICATION DES RbSULTATS DES DEUX DERNIERS 
PARAGRAPHES. (1) Soit 52 un operateur differentiel bi-invariant sur un 
groupe de Lie quelconque C; alors les equations differentielles ur [w x G 
associees au operateurs d”/dt” + s2 avec n entier non nul sont semi- 
globalement resolubles. 
On peut en effet utiliser le theoreme (5.4) ou la proposition (3.15) en 
posant G = [w x G, H = G, et pour U la representation regulibre gauche de 
G. L’opkateur P, obtenu en appliquant la derivation 8 associee a la direc- 
tion IF&! de R x (7 est alors (n!)Id. 
(2) Plus gbntralement, soint G,/H, un espace symetrique ou G, est 
un groupe de Lie resoluble, et G2 un groupe de Lie quelconque, soient Ai, 
i E 1, une famille d’operateurs differentiels ur G,/H, invariants A gauche, 
Bj, Jo J, une famille d’optrateurs differentiels bi-invariants sur GZ. Tout 
polynome differentiel non nul P(A,, Bj) agissant sur le produit direct 
(G,/H,) x G, est localement resoluble dans C”((G,/H,) x G,, QZ). 
Cette situation rentre en effet dans le cadre du theoreme (6.6) ou, a con- 
dition de considerer le groupe de Lie G, comme un espace symetrique, 
dans le cadre du corollaire (6.11). On pose alors G = G, x G2, 
H = H, x ( 1 G2}; on prend pour U la representation triviale Ide de H dans 
@. On obtient alors G(CO)/H(m) N Gia), H(OO)% { lG2}, et P(O”) est un 
optrateur differentiel bi-invariant sur G, cm). On se trouve dans la situation 
du lemme (5.9) qui permet de conclure. 
7. INVERSION DE CERTAINS OP~RATEURS PROVENANT DE @((5) 
Nous avons jusqu’a present considere des operateurs differentiels qui 
possedaient des proprietes d’invariance sous la representation L de G dans 
Cm(G, H, U). Nous nous proposons maintenant d’utiliser la transformation 
de Fourier de cet espace pour donner des conditions sufisantes pour que 
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des operateurs provenant de 4?(S)” par differentiation de L soient 
r&solubles. Contrairement a ce qui se passe pour des operateurs invariants, 
nous verrons que la rtsolubilite de tels operateurs n’a pas toujours lieu 
dans des espaces de fonctions differentiables. 
Soient G un groupe de Lie connexe quelconque, H un sous-groupe ferme 
de G, U une representation unitaire (continue dans un espace de Hilbert 
separable) de H. 
Considtrons une disintegration: 
p(G, H, U) = j: E” dm(il), (7.1) 
et 
L=j@ TC dm(?i), 7c= n(n)ii 
x 
de iT’(G, H, U) sous l’action L de G en representations unitaires de type il 
de multiplicite n(x) E N u { + GO }, ou ii E Xc G est irrtductible. Si 
Q E L(%(S)“)‘, z(Q) est un operateur scalaire. 
Soit ( Yi) (i = l;...; n), une base de 8. On pose: 
D=Id- i L(q). 
,=I 
L’operateur n(D) qui agit sur les vecteurs differientiables E”, de E” est 
essentiellement auto-adjoint. Sa fermeture admet une racine carree 
(positive) A, et l’on note Ak, la puissance kitme de A, pour ke N. 
R. Goodman [ 191 a Ctudit les proprietes de ces operateurs. Le domaine de 
AZ coincide avec l’espace El des vecteurs k-fois differentiables de I?. On 
munit E; de la structure d’espace de Hilbert qui fait de A”, une isometric et 
pour x E E;, on pose 
La topologie de E;: ne depend pas du choix de la base (Y,) de 6. Soit ET, 
l’espace de Hilbert antidual de Et. On a les inclusions continues: 
E”,c ... cE;+~ cE;c . . . cE=c . ..E”.cE”~~,c . . . cE”, 
oti E”, designe la limite inductive des espaces EY,. 
Pour (h, k) E N*, k 3 h, Ah est une isometric de E; sur E; ~ ,,. L’adjoint de 
Ah est une isometric de E;-k sur ET, que l’on note encore Ah. Si l’on 
d&nit maintenant n-h comme l’inverse de nh, alors, pour tous h et k dans 
H, Ah est une isometric de E; dans E; ~ h. Notons que E”, est dense dans 
tous les E;, k E Z. 
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Si A est un opkrateur continu de Et dans E;, on note I/A (1 ,s,I la norme de 
cet opCrateur. Lorsque l’on voudra mettre en tvidence les espaces de d&part 
et d’arrivke de l’optrateur A, on notera A,, celui-ci. 
Nous utiliserons le rhultat suivant dG A P. Bonnet [4, prop. 1.31: Si 
E= j@ E”dm(?) et n dm(77) 
X 
forment une dhinttgration d’une reprksentation unitaire continue L de G, 
et si un tltment f de E s’Ccrit 
f =.r,” f”dm(5) 
alors, f est dans l’espace E, des vecteurs k-fois diffhentiables pour L si et 
seulement si pour presque tout TC, f x est dans E; et vCrifie la condition 
I Ilf “IIfr,k dm(f) < +CO. x 
Nous dirons qu’un ophateur A:,, est un inverse A droite pour I’opCrateur 
A,,, si pour tout u dans E:, on a 
A,,, 0 A:,, . u = u. 
(7.2) THBOR~~ME. Soient G, H, U, comme en (7.1); soit P un element de 
L(%((li’)), et soient Q, S, deux elements de L(%(S”))’ (Q et S sont 
invariants a gauche sous L). On suppose qu’il existe un operateur z,(P) -’ 
defini sur E”, qui est un inverse a droite pour n(P) + m, + oo. Considerons les 
hypotheses suivantes: 
(i) L’equation Su= v avec premier et second membres dans 
C” (G, H, U) est semi-globalement (respectivement localement ) resoluble. 
(ii) Pour presque tout 71 E X et pour tout r E N, il existe s E Z et t E Z 
avec s - t 2 r, un prolongement n(P) - ’ de IT m (P) - ’ qui opkre con tiniimen t de 
E: dans E,“- ,, est un inverse a droite pour n(P), _ !,- IxI, et vertfie l’inegalite: 
llMTIIl.~.,-rb I4QMs)l; 
le champs d’operateurs TZ(P)-I, n E X, est mesurable. 
(iii) I1 existe s E Z, t E Z, et pour presque tout K E X un prolongement 
n(P) ~ ’ de 7c ~ (P) - ’ qui opere continliment de E,” dans E:-, , est un inverse a 
droite pour z(P),- l,p aj, et ver$ie l’inegalitt: 
Il~(f’-lIl.s,,-,d IMQMW; 
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le champ d’operateurs Z(P)) I, x E X, est mesurable; I’tquation Su = v avec 
premier membre darts C”(G, H, U) et second membre dans C”(G, H, U) (a 
assez grand), est semi-globalement (respectivement localement) resoluble. 
Alors, les conditions jointes (i) et (ii) entrainent la resolubilite semi-globale 
(respectivement locale) de l’tquation Pu = v avec premier et second membres 
dans C”(G, H, U). 
La condition (iii) entraine la resolubilite semi-globale (respectivement 
locale) de l’equation Pu= v avec premier membre dans H-“(G, H, U) et 
second membre dans C“(G, H, U). 
(7.3) Remarque. Nous avons vu dans les paragraphes precedents que la 
condition (i) de rtsolubilite de S Ctait automatiquement satisfaite pour cer- 
taines don&es (G, H, U). L’affirmation interessante Porte sur P. Nous 
interpretons comme des coefftcients dependant rationnellement de rc des 
expressions de la forme rc(Q)/n(S); ceux-ci s’introduisent naturellement 
lorsque l’on cherche a resoudre une equation du type TC(P)U = v. 
Demonstration. Afin de pouvoir diviser par un scalaire non nul, on peut 
remplacer dans les Cnonces l’operateur Q par Id + QQ*. Le champ 
diagonal d’operateurs rr( P) - ‘rc(S)/rr( Q), 7c E X, delinit un operateur borne 




La fonction g est solution de l’equation differentielle 
PoQg=S’ 
(7.4) 
Si l’on a suppose (hypothese (i)) la resolubilite semi-globale (ou locale) de 
S dans C”(G, H, U), alors, de man&e semi-globale (ou locale), une 
fonction v quelconque de Coo( G, H. U) est de la forme S’ avec f dans 
C,“(G, H, U). Si l’on forme g comme en (7.4) la fonction u = Qg est 
solution de l’equation 
Pu=v. 
Sous l’hypothese (ii), cette solution est dans H”(G, H, U) car d’une part, 
pour presque tout rc, fz, g”, puis ~2 sont dans E”, puisque rr( P) ~ ’ conserve 
cet espace, et d’autre part, g, et done u, est dans H’(G, H, U) pour tout 
r E N. On raisonne de la m&me facon sous l’hypothtse (iii), mais les 
fonctions considerees ne sont plus indeliniment differentiables. 
Considtrons maintenant le cas particulier ou H = {lo}, U = Id,. De ce 
qui precede, on deduit: 
(7.5) COROLLAIRE. Soit G un groupe de Lie connexe; on se donne une 
d&integration de la representation reguliere gauche L de la forme (7.1). Soit 
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P un opkrateur diffPrentie1 sur G invariant d droite. On suppose qu’il existe 
deux operateurs Q et S dljjfkrentiels sur G bi-invariants, deux entiers relatfs s 
et t, tels que pour presque tout n, n(P),- ,,--oj admette un inverse ir droite 
x(P)- ’ agissant de E, dans E,sp, et v&ifi:ant l’int!galitk 
On suppose mesurable le champ d’opdrateurs ainsi d&i. 
Alors, il existe un voisinage V de 1, et une distribution T, TE C:(V)’ 
v&rifiant PT= 6 (distribution de Dirac en 1,). L’Pquation d$fkrentielle 
associtie est done localement r&soluble dans Cm(G, UZ). 
Si l’on suppose de plus que G est resoluble et simplement connexe, la 
rksolubilitk de P est semi-globale. 
Ce rksultat est connu dans certains cas: nous l’avons ttabli lorsque G est 
de Heisenberg [29]. L. Corwin [8, 9) et L. Corwin en collaboration avec 
F. P. Greenleaf [lo] ont obtenu pour des groupes de Lie nilpotents une 
formulation proche de la n6tre. 11s donnent kgalement des conditions 
assurant l’existence de solutions Umentaires tempkrtes. R. L. Lipsman 
dkmontre des rbultats de m&me nature pour des groupes de Lie gkntraux 
dans [30]. 
Montrons comment dkduire le corollaire (7.5) du thCor&me prCcCdent. 
La rtsolubilitk locale des opkrateurs bi-invariants a Ctt dkmontrke par 
M. Duflo [ 151. On sait d’ailleurs que si G est r&soluble et simplement con- 
nexe, la rksolubilitk est semi-globale. En fait, comme W. Chang [7] pour 
les groupes complktement rbsolubles, puis M. Duflo et D. Wigner pour une 
classe de groupes comprenant les groupes rksolubles simplement connexes 
[IS] ont montrt que ces espaces Ctaient convexes pour tout opkrateur dif- 
k-entiel bi-invariant non nul, ceux-ci sont globalement r&solubles dans 
C=(G) C). II en rtsulte que les conditions du point (iii) du thtorbme (7.2) 
sont satisfaites et l’ltquation Pu = v avec v dans H”(G, C) est localement 
(ou, selon la situation, semi-globalement) r&soluble. Si l’entier s du point 
(iii) est ntgatif, on peut prendre v = 6. Sinon, il existe v et w dans c(G, C) 
(et done dans H”(G, C)) et un kltment A de %!(Q)c dont l’action A droite 
dkfinit un opkrateur diffk-entiel invariant B gauche teis que I’&galitk 
suivante soit satisfaite: 
R(A)v=d+w avec w E CT(G, Cc). 
Puisque l’tquation Pu = v avec v dans H”(G, C) est localement (ou semi- 
globalement) rksoluble, on peut trouver ut et u2 dans HP”(G, C) tels que, 
au moins de man&e locale, on ait 
Pu,=v (d’oli P(R(A)u,) = 6 + w), 
Pu2 = w. 
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Mais alors, T= r(A)u, - u2 est une solution elementaire locale (ou semi- 
globale selon les hypotheses faites sur G) de P. La resolubilitt locale de P 
resulte ensuite de l’existence de solutions elementaires locales. 
Dans le cas ou G est resoluble et simplement connexe, on peut pour tout 
ouvert V relativement compact de G construire comme ci-dessus une 
distribution T telle que l’egalite PT= 6 ait lieu sur V, ce qui entraine la 
rtsolubilite semi-globale de P. 
Remarquons enlin que si G est complbtement resoluble, la resolubilite de 
P est globale car G est P-convexe (W. Chang [7]). 
Applications. Nous avons choisi U= Id, dans les exemples qui suivent. 
EXEMPLE 1. Soit 6 l’algebre de Heisenberg de dimension trois, de base 
(X, Y, 2) avec [X, Y] = Z; prenons !+j = IWY. On identifie comme suit le 
quotient G/H a 1w2 = {(x, z) E IX’}: Pour f~ ?(G/H), posons Rx, z) = 
f( e”xeiz). Alors, 
f = -d/dx, y = xdjdz. 
Soit rc?., J # 0, la representation de G dans L’([w, ds) donnee par 
C~Aexp XX) .flb) =.fIs - x) 
[rc,(exp y Y) .f](s) = e-+7(S) 
[7Cj,(eXp ZZ).f](S)=e”‘f(S). 
Considkons P = Y. On a rc j.( P) = -ih. On verilie que n j.( P) ~ ’ existe 
(on choisit ici la valeur principale Vp(i/h) pour expression de rcj.( P) -I), et 
qu’il envoie continument E;” dans ET, en satisfaisant I’intgalite 
II~i(p)-‘l12,-2 6 c/lAl (c = constante). 
L’hypothese (iii) du thtoreme (7.2) est satisfaite avec s = 2, t = 4, Q = c . Id, 
s=z. 
Remarquons que la condition (ii) nest pas veriliee, et l’on constate que si 
1’Cquation 
x(d/dx) u(x, z) = u(x, z), UE C(R2) 
admet une solution u dans O’(rW*), elle n’en admet pas dans Cc4(R2) en 
general. 
EXEMPLE 2. Prenons encore le groupe de Heisenberg G de dimension 
trois avec H = exp Iw Y, et soit 
P=(Y-tX)(Y-X)-aZ, a = a’ + ia”, (a’, a”) e R2, a’ < - 1, 
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ou encore en coordonnees dans IF!* 
P = (d2/dxZ) - X*(d2/&*) - (a + l)d/dz. 
La condition (iii) du thtoreme (7.2) est veritiee par P et l’tquation associee 
est done semi-globalement resoluble dans l’espace de distributions 
D’(G/H). On pourrait tenter de gtneraliser ce type d’exemple en con- 
sidtrant les operateurs Ctudits dans [31] par N. Lohoue. 
EXEMPLE 3. Considerons le groupe G de l’oscillateur harmonique. 
L’algebre de Lie 6 admet la base (P, Q, E, H) dont les crochets sont detinis 
par les relations 
CK PI = --Q, CKQl=P, [IP, Ql = E. 
Le centre de l’algebre enveloppante de (ti contient les deux elements E et 
W= 2EH - (P’ + Q2) et les representations & de G dans E”*” = L*(R, dx) 
determinees par 
&j E) = iA, 7-f.q W) = fJj 
paramttrees par (a, A) E E x R* permettent d’tcrire la formule de Plancherel 
(on se reportera au livre [3, p. 1931 pour plus de details). On sait que E”,” 
admet une base orthonormee complete formee de fonctions de Hermite H,, 
k E N, qui sont vecteurs propres pour +‘(P* + Q’) avec valeurs propres 
-(2k+ 1) 1IJ. 
Soit 
L,.=H*+P’+Q*+icE, c E @. 
On verifie que 4E2L,, = ( W + P* + Q’)’ + 4E2(P2 + Q*) + 4icE3, ce qui 
permet de diagonaliser ~T”,~(~E~L,.) sur la base des Hkr k E N, d’oh l’on 
deduit: 
&j - 4L,.) . H, = m,(a, A) . H, 
avec 
m,(a,1)=(2k+ l-~;.a)*+4 I;11 (2k+ 1 +s,c) 
sj. = sgn(1) (+ 1 si II > 0, - 1 sinon). 
Ces calculs montrent que l’operateur ?I~,‘( -4L,.) est en general inversible 
en tant qu’optrateur de E’,” dans lui-m&me t que majorer la norme de cet 
inverse revient a majorer les scalaires 1 l/m,(a, A)l. Le cas ou la partie 
imaginaire de c n’est pas nulle conduit a la majoration 
I(+~(L,.)-~II Q l/l,% Im(c)l = (n”~“(Id))/1n”*“(Im c -E)I 
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ce qui est bien la majoration demandte dans le lemme (7.5) avec s = t = 0, 
Q=Id, S=Imc.E. 
Supposons done que c est reel, et pour fixer les idees, positif non nul. Si 
il> 0, on a la mCme majoration que preckdemment 
Maintenant, si A < 0, cette majoration reste valable pourvu que l’on ait 
2k+ 1 -CCC. Posons 
K={keN;2k+1<2c} 
S,=[(2k+1)E+iW]2/4+(2k+1-c)iE3, k E K. 
Remarquons que K est un ensemble fini et que 
?‘@(sk) = m,(cr, /2) . nx%‘(E2) 
d’oti les intgalitts uniformes en k E N: 
Im,(cr, A)1 > inf{ 17c6.1 (cE)I } u { ln”.“(S,)l/l~“,“(E*)l, k E K} 
1 
I1’mk(tl’ ‘)I ’ I,f,“(cE)I 
+ c l&jE*)l 
kcK I&(s,)l 
puis en posant 
Q=Id-E2 1 (Id+S,S,*) 
kaK 
S=cE n Sk 
keK 
ll/mk(c(, n)l < ln”~“(Q)l/l+“(S)l. 
L’operateur S qui intervient dtfinit un optrateur differentiel bi-invariant 
sur G non nul qui est done semi-globalement resoluble. On traiterait le cas 
(plus simple) c = 0 de man&e analogue. Finalement, pour tout CE @, les 
hypotheses du corollaire (7.5) sont done vtritiies. 
L’operateur differentiel L, = H2 + P2 + Qz + icE est done semi- 
globalement resoluble et admet une solution Clementaire sur tout ouvert 
relativement compact de G. 
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